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1 ata Pen antar 


Matematika adalah bahasa universal untuk menyajikan gagasan atau pengetahuan secara formal dan presisi 
sehingga tidak memungkinkan terjadinya multi tafsir. Penyampaiannya adalah dengan membawa gagasan 
dan pengetahuan konkret ke bentuk abstrak melalui pendefinisian variabel dan parameter sesuai dengan 
yang ingin disajikan. Penyajian dalam bentuk abstrak melalui matematika akan mempermudah. analisis dan 
evaluasi selanjutnya. 


Permasalahan terkait gagasan dan pengetahuan yang disampaikan secara matematis akan dapat diselesaikan 
dengan prosedur formal matematika yang langkahnya sangat presisi dan tidak terbantahkan. Karenanya 
matematika berperan sebagai alat komunikasi formal paling efisien. Perlu kemampuan berpikir kritis-kreatif 
untuk menggunakan matematika seperti uraian diatas: menentukan variabel dan parameter, mencari 
keterkaitan antar variabel dan dengan parameter, membuat dan membuktikan rumusan matematika suatu 
gagasan, membuktikan kesetaraan antar beberapa rumusan matematika, menyelesaikan model abstrak 
yang terbentuk, dan mengkonkretkan nilai abstrak yang diperoleh. 


Buku Matematika Kelas XI untuk Pendidikan Menengah ini disusun dengan tujuan memberi pengalaman 
konkret-abstrak kepada peserta didik seperti uraian diatas. Pembelajaran matematika melalui buku ini akan 
membentuk kemampuan peserta didik dalam menyajikan gagasan dan pengetahuan konkret secara abstrak, 
menyelesaikan permasalahan abstrak yang terkait, dan berlatih berfikir rasional, kritis dan kreatif. 


Sebagai bagian dari Kurikulum 2013 yang menekankan pentingnya keseimbangan kompetensi sikap, 
pengetahuan dan keterampilan, kemampuan matematika yang dituntut dibentuk melalui pembelajaran 
berkelanjutan: dimulai dengan meningkatkan pengetahuan tentang metode-metode matematika, 
dilanjutkan dengan keterampilan menyajikan suatu permasalahan secara matematis dan menyelesaikannya, 
dan bermuara pada pembentukan sikap jujur, kritis, kreatif, teliti, dan taat aturan. 


Buku ini menjabarkan usaha minimal yang harus dilakukan peserta didik untuk mencapai kompetensi yang 
diharapkan. Sesuai dengan pendekatan yang dipergunakan dalam Kurikulum 2013, peserta didik diberanikan 
untuk mencari dari sumber belajar lain yang tersedia dan terbentang luas di sekitarnya. Peran guru sangat 
penting untuk meningkatkan dan menyesuaikan daya serap peserta didik dengan ketersedian kegiatan pada 
buku ini. Guru dapat memperkayanya dengan kreasi dalam bentuk kegiatan-kegiatan lain yang sesuai dan 
relevan yang bersumber dari lingkungan sosial dan alam. 


Implementasi terbatas pada tahun ajaran 2013/2014 telah mendapat tanggapan yang sangat positif 
dan masukan yang sangat berharga. Pengalaman tersebut dipergunakan semaksimal mungkin dalam 
menyiapkan buku untuk implementasi menyeluruh pada tahun ajaran 2014/2015 dan seterusnya. Buku 
ini merupakan edisi kedua sebagai penyempurnaan dari edisi pertama. Buku ini sangat terbuka dan terus 
dilakukan perbaikan dan penyempurnaan. Untuk itu, kami mengundang para pembaca memberikan kritik, 
saran dan masukan untuk perbaikan dan penyempurnaan pada edisi berikutnya. Atas kontribusi tersebut, 
kami ucapkan terima kasih. Mudah-mudahan kita dapat memberikan yang terbaik bagi kemajuan dunia 
pendidikan dalam rangka mempersiapkan generasi seratus tahun Indonesia Merdeka (2045). 
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Menteri Pendidikan dan Kebudayaan 
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Matematika 


Bab 


PROGRAM LINEAR 


A. KOMPETENSI DASAR DAN PENGALAMAN BELAJAR 


Kompetensi Dasar 


Pengalaman Belajar 


Memiliki motivasi internal, kemampuan 
bekerjasama, konsisten, sikap disiplin, rasa 
percaya diri, dan sikap toleransi dalam 
perbedaan strategi berpikir dalam memilih dan 
menerapkan strategi menyelesaikan masalah. 
Menunjukkan sikap bertanggung jawab, rasa 
ingin tahu, jujur dan perilaku peduli lingkungan. 
Mendeskripsikan konsep sistem per-samaan 
dan pertidaksamaan linear dua variabel dan 
menerapkannya dalam pemecahan masalah 
program linear. 

Menerapkan prosedur yang sesuai untuk 
menyelesaikan masalah program linear terkait 
masalah nyata dan menganalisis kebenaran 
langkah langkahnya. 

Menganalisis bagaimana menilai validitas 
argumentasi logis yang digunakan dalam 
matematika yang sudah dipelajari terkait 
pemecahan masalah program linear. 
Merancang dan mengajukan masalah nyata 
berupa masalah program linear, dan menerapkan 
berbagai konsep dan aturan penyelesaian system 


pertidaksamaan linear dan menentukan nilai |” 5» (Constraint) 

optimum dengan menggunakan fungsi selidik “5 . Optimum (Maksimum atau 

yang ditetapkan 5 minimum) 
AA. 1. Daerah Layak, Daerah 
s Jawab, Daerah 
T Penyelesaian 


Melalui 


pembelajaran Program Linear, siswa 


memperoleh pengalaman belajar: 


mengamati secara cermat aturan susunan 
objek. 

berpikir mandiri mengajukan ide secara bebas 
dan terbuka. 

menemukan hubungan-hubungan di antara 
objek-objek. 

melatih berpikir kritis dan kreatif. 

bekerjasama menyelesaikan masalah. 


Kendala/Keterbatasan 


« Garis Selidik 
Titik Optimum 


:$ PETA KONSEP 


Sistem Persamaan 


dan : 
MateriPrasyarat 


Linear 


Masalah Program 
Linear 
Objektif 


Penyelesaian 
Kendala Program 
Linear 


Garis 
Selidik 
Solusi Masalah 
Program Linear 


Nilai 
Maksimum 
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#3 MATERI PEMBELAJARAN 


1. Model Matematika 


Pada subbab ini, kita akan mempelajari bagaimana masalah dalam kehidupan 
sehari-hari dapat diselesaikan dengan matematika. Namun, sangat dibutuhkan 
kemampuan berpikir logis untuk mengubah masalah sehari-hari ke bentuk matematika. 


Mari kita perhatikan masalah berikut ini. 


Masalah-1.1 ? 


Sekelompok tani transmigran mendapatkan 10 hektar tanah yang dapat 
ditanami padi, jagung, dan palawija lain. Karena keterbatasan sumber daya 
petani harus menentukan berapa bagian yang harus ditanami padi dan berapa 
bagian yang harus ditanami jagung, sedangkan palawija lainnya ternyata 
tidak menguntungkan. Untuk suatu masa tanam, tenaga yang tersedia hanya 
1550 jam/orang, pupuk juga terbatas, tak lebih dari 460 kilogram, sedangkan 
air dan sumber daya lainnya cukup tersedia. Diketahui pula bahwa untuk 
menghasilkan 1 kuintal padi diperlukan 10 jam-orang tenaga dan 5 kilogram 
pupuk, dan untuk 1 kuintal jagung diperlukan 8 jam/orang tenaga dan 3 
kilogram pupuk. Kondisi tanah memungkinkan menghasilkan 50 kuintal padi 
per hektar atau 20 kuintal jagung per hektar. Pendapatan petani dari 1 kuintal 
padi adalah Rp 40.000 sedang dari 1 kuintal jagung Rp 30.000, dan dianggap 
bahwa semua hasil tanamnya selalu habis terjual. 

Masalah bagi petani ialah bagaimanakah rencana produksi yang 
memaksimumkan pendapatan total? Artinya berapa hektar tanah harus 
ditanami padi dan berapa hektar tanah harus ditanami jagung. 


Perumusan Masalah 
Mari kita mengkaji jika hasil padi dan jagung dinyatakan per kuintal. 


Berdasarkan masalah di atas, diketahui bahwa setiap 1 hektar menghasilkan 50 
kuintal padi. Artinya, untuk 1 kuintal padi diperlukan 0,02 hektar. Demikian juga, 
untuk 1 kuintal jagung diperlukan 0,05 hektar. 
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Cermati angka-angka yang tersaji pada tabel berikut ini! 


Tabel 1.1: Alokasi setiap sumber yang tersedia 


Padi Jagung Batas 
(per kuintal) (per kuintal) sumber 


Me Me BE MN 


Catatan: 

1. Satuan jam-orang (man-hour) adalah banyak orang kali banyak jam bekerja. 
Kita anggap (asumsi) bahwa setiap transmigran memiliki tenaga dan waktu 
yang relatif sama. 

2. Air dianggap berlimpah sehingga tidak menjadi kendala/keterbatasan. Jika 
ada kendala air maka satuannya adalah banyak jam membuka saluran tersier 
untuk mengalirkan air ke sawah. 

3. Batas ketersediaan dalam soal ini kebetulan semuanya berupa batas atas. 


Alternatif Penyelesaian 
Besarnya pendapatan kelompok petani dipengaruhi banyak (kuintal) padi dan 
jagung yang diproduksi. Tentunya, besar pendapatan tersebut merupakan tujuan 
kelompok tani, tetapi harus mempertimbangkan keterbatasan sumber (Juas tanah, 
tenaga dan pupuk). 
Misalkan : 
x banyak kuintal padi yang diproduksi oleh kelompok tani 
y banyak kuintal jagung yang diproduksi oleh kelompok tani. 
Untuk memperoleh pendapatan terbesar, harus dipikirkan keterbatasan- 
keterbatasan berikut: 
a. Banyak hektar tanah yang diperlukan untuk y kuintal padi dan untuk x kuintal 
jagung tidak boleh melebihi 10 hektar. 
b. Untuk y ketersediaan waktu (jam-orang), tiap-tiap padi dan jagung hanya tersedia 
waktu tidak lebih dari 1550 jam-orang. 
c. Jumlah pupuk yang tersedia untuk padi dan jagung tidak lebih dari 460 kilogram. 
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d. Dengan semua keterbatasan (kendala) (a), (b), dan (c), kelompok tani ingin 
mengharapkan pendapatan Rp40.000,00 dan Rp30.000,00 untuk setiap kuintal 
padi dan jagung. 


» Dari uraian keterbatasan atau kendala pada bagian (a), (b), dan (c) dan tujuan 
pada bagian (d), bersama temanmu, coba rumuskan model matematika yang 
mendeskripsikan kondisi yang dihadapi kelompok tani tersebut. 


Melihat uraian di atas, masalah kelompok tani transmigran dapat diubah bentuk 
menjadi suatu sistem pertidaksamaan linear dua variabel. Pemecahan sistem tersebut 
dapat dikerjakan dengan metode grafik (dibahas pada subbab berikutnya). Hal ini 
merupakan pengembangan konsep pertidaksamaan linear satu variabel yang telah 
kamu pelajari pada Kelas X. 


Adapun sistem pertidaksamaan linear yang dimaksud adalah sebagai berikut: 


0,02x #0,05y S10 2x4#5y S1000 — kendala lahan 
10x4#8y K1550 ataus10x4#-8y S1550 — kendala waktu (d) 
5x43y S 460 5x4#3y S 460 — kendala pupuk 


Karena luas tanah/lahan, banyak waktu, dan banyak pupuk tidak mungkin negatif, 
kendala ini sebagai kendala nonnegatif, yaitu: 


x20 


& 3 kendala nonnegatif (2) 

Untuk pendapatan, tentu dimaksimumkan dan sebaliknya untuk biaya tentu 
diminimumkan. Untuk masalah ini, kelompok tani tentu hendak memaksimumkan 
pendapatan, melalui memperbanyak kuintal padi dan jagung yang dijual berturut- 
turut Rp 40.000 dan Rp 30.000. Rumusan ini disebut sebagai fungi tujuan/sasaran, 
sebut Xx, y). 


Secara matematik dituliskan: 
Maksimumkan: Zt(x, y) — 40x 4 30y (dalam satuan ribuan rupiah). (3) 


Untuk memecahkan masalah banyak kuintal padi dan jagung yang akan dihasilkan 
kelompok tani tersebut, akan kita kaji pada subbab garis selidik. 

Selain dua variabel, masalah program linear dalam kehidupan sehari-hari banyak 
juga yang memuat tiga variabel atau lebih. Seperti masalah yang ditemui seorang 
pengrajin perabot rumah tangga berikut ini. 
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Masalah-1.2 


Pak Toni, seorang pengrajin perabot rumah tangga mendapat pesanan 
membuat rak buku yang kerangkanya terbuat dari besi siku lubang yang 
dipotong-potong kemudian dirangkai dengan sekrup. Untuk membuat rak itu, 
diperlukan potongan besi sepanjang 250 cm sebanyak 8 potong, sepanjang 70 
cm sebanyak 12 potong, dan sepanjang 37,5 cm sebanyak 20 potong. Ternyata 
batangan besi siku lubang yang dijual di toko mempunyai panjang standar 3 
m, sehingga Pak Toni harus berpikir, cukup berapa potong besi batangan 
yang akan dibeli dan bagaimana caranya mengatur pemotongannya supaya 
panjang total sisa pemotongan menjadi minimal (dengan demikian kerugian 
Pak Toni minimal). Dapatkah kamu membantu Pak Toni untuk memotong besi 
batangan tersebut? 


Alternatif Penyelesaian 


Dari persoalan di atas, ada berapa jenis pola potongan besi batangan yang 
diperlukan Pak Toni? Mari perhatikan gambar berikut ini. 


Pola Pemotongan I 


Panjang Besi Batangan : 3 meter 
aa ” | 
—— 


37,5 cm -si 
250 cm 12,5 cm - sisa 


Pola Pemotongan II 


Panjang Besi Batangan : 3 meter 


Gambar 1.1: Pola pemotongan besi 


» Dari duapola di atas, tentunya kamu bisa menampilkan pola yang lain. Temukan 
pola pemotongan yang lain, kemudian bandingkan hasil teman-temanmu. 

» Setelah lengkap, tuliskan pola-pola pemotongan besi tersebut seperti pada 
tabel berikut ini. 
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Tabel 1.2: Pola pemotongan besi batangan 


| | Polapemotonganke ”— |” 
| ISo| 1 J2. bl. |oipesan | 
IA AAAA 


onng BN. KK DC DE DEA DE MEA MRI, 


bak Oa AAA 
——s ate 


» Dengan menemukan semua pola pemotongan besi secara lengkap, jelaskan 
makna setiap pola pemotongan besi tersebut. 


Dengan demikian terdapat 6 peubah yang muncul yaitu, x , x,, x,, X,, x,, dengan 
x,: banyak batang besi yang dipotong menurut kombinasi pola ke-i. Oleh karena itu, 
kita temukan rumusan berikut ini: 
X, 28 
day edan Dhan 212 (4) 
ay F dag Fa, Fong #01, 220 


untuk setiap x,, x,, Xx, X,, x,,dan x, 20 

dengan meminimumkan: 12,5x,t 20x, 4 15x3 #10x, # Sx, # Ox, (5) 

Persamaan (5) dapat dinyatakan sebagai suatu fungsi yang tergantung pada nilai 
Kp Kas Kop Xp X5, Gan x,» sebut fungsi 

YA PA Att CA 512,5x, 4 20x, 4 15x, #10x, # 5x: # Ox, 


atau 
Z (3 WAP X3 X5 12,515 4 2015. 4 ng FIOn, #3x, 


merupakan fungsi sisa pemotongan dari semua pola pemotongan besi. Fungsi 
Z merupakan tujuan pola pemotongan besi batangan yang dibutuhkan Pak Toni. 
Sedangkan apa yang dinyatakan pada bagian (4) merupakan kendala atau keterbatasan 
untuk mencapai tujuan tersebut. 

Cermati tanda yang digunakan pada bagian (4) di atas, merupakan salah satu 
karakteristik yang digunakan pada kajian materi program linear. 
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Masalah-1.3 


Suatu perusahaan kertas memiliki dua pusat penggilingan yang harus 
memasok persediaan tiga pusat percetakan kertas koran secara mingguan. 
Setiap minggu, Penggilingan I dan II, berturut-turut menghasilkan 350 ton dan 
550 ton bubur kertas koran. Sebagai bahan baku, Percetakan I, II, dan III 
berturut-turut memerlukan 275 ton/minggu, 325 ton/minggu, 300 ton/minggu 
bubur kertas. Ongkos pengiriman (dalam puluh ribu rupiah/ton) adalah 
sebagai berikut: 


Tabel 1.3: Rincian biaya pengiriman 


Percetakan 


Masalah pada perusahaan tersebut adalah menentukan kapasitas bubur kertas 
koran setiap pengiriman (ton) ke setiap percetakan agar biaya pengiriman minimal. 


Alternatif Penyelesaian 


Langkah awal kita untuk menyelesaikan masalah ini adalah dengan merumuskan 
model matematika masalah pengiriman bubur kertas koran perusahaan tersebut. 


Coba perhatikan gambar berikut ini. 


R3... Rp170.000,00. ..........--- 1 Percetakan I 
Penggilingan I (----—--——- NN 


Oa ea Rp180.000,00” 
naa 5 Rp220.000,00 5 
Rp160.000,00—————... »| Percetakan II 
1 ....Rp150.000700 “--.. 
Penggilingan Il” “Sa 
An ie taat b 
Rp120.000.00 Percetakan III 


Tabel 1.2: Diagram rute pengiriman serta biaya 


» Coba kamu sebutkan dan rumuskan kondisi yang terdapat pada persoalan 
pengangkutan di atas! 
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Sebagai contoh buat kamu untuk memahaminya, perhatikan rumusan berikut ini. 
a) Penggilingan I mampu menghasilkan 350 ton/minggu merupakan pasokan ke 
Percetakan I, II, dan III. Misalkan X, : kapasitas pengiriman (ton) setiap minggu 
dari Penggilingan (i— 1,2) ke Percetakan (51,2,3). 
Jadi dapat dituliskan: x, # x,, # x,,- 350 
» Menurut kamu, apa alasan kita menggunakan tanda “—”, bukan tanda & atau 2? 


b) Jumlah bahan bubur kertas koran yang diperlukan Percetakan I sebesar 275 ton/ 
minggu harus dipasok oleh Penggilingan I dan II. Kondisi ini dituliskan: x, # x,, 
2350 
Demikian selanjutnya, sehingga kita dapat menyimpulkan secara lengkap sebagai 

berikut: 


Model matematika pasokan bubur kertas koran dari dua Penggilingan ke 
Percetakan I, II, dan III. 


Maa Aa FP Aa J3 . . 
Model matematika suplai bubur kertas (6) 
Ka H Keno AF Sang 5 A30 
Kn Fa 5213 
Xy, # X5, 5 325 Model matematika permintaan bubur GO) 


X3 L X3 5300 
Xy 2 0,i —1,2 danj —1,2,3 


Dengan model pengiriman bubur kertas dari dua pusat penggilingan ketiga pusat 
percetakan menimbulkan biaya pengiriman. Dengan memperhatikan Gambar 1.2, 
tentu kamu dapat memahami bahwa, setiap minggu, biaya pengiriman setiap ton 
bubur kertas dari Penggilingan I ke Percetakan II adalah Rp220.000,00, kondisi ini 
dituliskan: 220.000x,,. 


Demikian hal yang sama 170.000 x,, memiliki arti bahwa, setiap minggu, biaya 
pengiriman setiap ton bubur kertas dari Penggilingan I ke Percetakan II adalah 
Rp170.000,00. 


Secara kumulatif total biaya pengiriman perusahaan tersebut, dituliskan sebagai 
berikut: 


EN tin ayone ajaa Sa 22 Fa #1 Sg FO H2 


(dalam puluh ribu rupiah). 


Matematika SJ 


Fungsi Z merupakan fungsi biaya, tentu pihak perusahaan ingin biaya tersebut 
minimal. Oleh karena itu, untuk kajian program linear, fungsi Z merupakan fungsi 
tujuan/sasaran, dituliskan: 


Meminimumkan: 

EN Sensnesan Tenses Ian) Sa P 2220, Ha H1 San, Pbata F2 

(dalam puluh ribu rupiah). 

Fungsi biaya total Z memiliki nilai paling minimal jika ditemukan nilai.x, yang 
memenuhi semua kondisi batasan pada model permintaan dan suplai bubur bahan 
kertas koran. 

Dari Masalah 1.1, 1.2, dan 1.3, kita belum menyelesaikan masalah secara lengkap. 
Khususnya untuk menentukan semua nilai variabel yang memenuhi setiap kondisi. 
Hal ini disebabkan, untuk sebagian masalah diperlukan pengetahuan lebih lanjut agar 
mampu menyelesaikannya: misalnya pada Masalah 1.1 dan 1.3. Sedangkan untuk 
Masalah 1.2 akan kita kaji pada subbab berikutnya. 

Selain itu, dari Masalah 1.1 dan 1.2, khususnya pada rumusan yang terbentuk 
pada persamaan (1), (2), (3), (4), (5), (6), dan (7), serta fungsi tujuan yang terbentuk 
dapat kita simpulkan beberapa ciri model matematika dalam program linear, yaitu: 

1) Adanya fungsi tujuan/sasaran dari setiap masalah yang dikaji. Misalnya, 
i. Maksimumkan: Z (x, y) — 40x # 30y (dalam satuan ribuan rupiah). 
ii. Minimumkan: 
PA Cena @ag 201, Edan Fl Ong Toon: 
iii. Minimumkan: 
ZA Santi Tae Maa Kanit Kn JATI Kiy F2 FA Sg La F Dry FD, 


(dalam puluh ribu rupiah). 
2) Kendala atau keterbatasan utama masalah dinyatakan sebagai suatu sistem 
pertidaksamaan linear atau sistem persamaan linear. 
3) Terdapat juga kendala nonnegatif sebagai syarat dasar nilai setiap variabel 
yang akan ditentukan. 


Dari tiga ciri di atas, dapat kita simpulkan masalah Program Linear dirumuskan 
sebagai berikut: 
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“te 
Definisi 11) 
Masalah program linear adalah menentukan nilai X,,X,,...,X, yang 
memaksimumkan (atau meminimumkan) fungsi sasaran/tujuan, 


sea sn Ce 


n n 


dengan kendala/keterbatasan: 
On en jin 


Anri AH Anpko t at An, Xx, (S5,2)b, 


aa og nh 


AO 2 


Namun, dalam kajian bab ini kita akan mengkaji masalah program linear hanya 
untuk dua variabel. Untuk tiga variabel atau lebih dibutuhkan pengetahuan lanjutan 
tentang teknik menyelesaikan sistem persamaan atau pertidaksamaan linear. 


Pembahasan kita selanjutnya, mengkaji grafik setiap kendala yang terbentuk dari 
masalah program linear. 


2. Program Linear dengan Metode Grafik 

Kajian masalah program linear dua variabel dapat diselesaikan melalui grafik sistem 
kendala dari masalah tersebut. Oleh karena itu, langkah awal dalam menyelesaikan 
masalah tersebut, yaitu dengan menggambarkan sistem pertidaksamaan yang 
terbentuk pada kendala/keterbatasan masalah program linear. Berikut ini diberikan 1 
pertidaksamaan dengan kombinasi syarat variabelnya. 
a) x#y25 
b) x#y25 dengan x2 0 dan y? 0. 
Cc) .x#y25 dengan x2 0 dan y S0. 
d) x#y25 dengan x& 0 dan y? 0. 
e) x#y25 dengan x& 0 dany S0. 


» Dengan pengetahuan tentang cara menggambarkan daerah penyelesaian suatu 
pertidaksamaan linear pada Kelas X, coba diskusikan bersama temanmu, apa 
perbedaan kelima pertidaksamaan di atas. 
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10 ag LL nase BERANDA 
a), xty25 b).x#y25 denganx 2 0 dan y2 0 


Gambar 1.3: Grafik a). x  y2 5 dan b). xx y2 5 
dengan x# y2 5 dengan x2O dan y20 


Dalam buku ini, untuk semua grafik persamaan'linear atau sistem pertidaksamaan 
linear, Daerah Bersih merupakan daerah penyelesaian pertidaksamaan atau 


sistem pertidaksamaan yang dikaji. 


Pada gambar a), dapat kita pahami bahwa semua titik yang terletak pada daerah 
yang tidak diarsir (bersih) memenuhi pertidaksamaan x # y 2 5 Hal ini berbeda 
dengan syarat nilai x dan y pada Gambar 2.3 b). Hanya pada saat x 2 0 dan y2 0 yang 
memenuhi daerah penyelesaian pertidaksamaan x # y 2 5. 


Apa yang dapat kamu jelaskan dari gambar b) di atas? 


@|Contohi1:1 


Gambarkan daerah penyelesaian sistem pertidaksamaan berikut ini. 


a) 2x—yS6 b) xtysS2 
5x4y25 —3x42y 26 
x20 3Sxs4 
285ysS4 
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Alternatif Penyelesaian 


Untuk menggambarkan daerah penyelesaian setiap pertidaksamaan pada sistem 
di atas, dapat dimulai dengan menggambar satu per satu pertidaksamaan yang tersaji. 
Tentu, semua daerah penyelesaian tersebut nanti harus disajikan dalam satu bidang 
koordinat kartesius. 


10 | 0 
Gambar 1.4: Daerah penyelesaian pertidaksamaan 
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Gambar 1.5: Daerah penyelesaian pertidaksamaan 


» Dengan cara yang sama, gambarkan daerah penyelesaian pertidaksamaan secara 
terpisah, kemudian gambarkan secara lengkap dalam satu bidang koordinat 
kartesius. 

» Dengan dua daerah penyelesaian yang disajikan di atas, diskusikan bersama teman 
langkah-langkah untuk menggambarkan daerah penyelesaian pertidaksamaan 
linear. Jika kamu mengalami kesulitan, tanyakanlah kepada gurumu. 


Ser Uji Kompetensi 1.1 


1. PT Lasin adalah suatu pengembang perumahan di daerah pemukiman baru. PT 
tersebut memiliki tanah seluas 12.000 meter persegi berencana akan membangun 
dua tipe rumah, yaitu tipe mawar dengan luas 130 meter persegi dan tipe melati 
dengan luas 90 m?. Jumlah rumah yang akan dibangun tidak lebih 150 unit. 
Pengembang merancang laba tiap-tiap tipe rumah Rp2.000.000,00 dan Rp 
1.500.000,00. 

Modelkan permasalahan di atas! 


2. Klinik “Dewi” akan membuka cabang baru di daerah padat penduduk. Untuk 


itu, pemilik klinik merancang sebuah jadwal jaga perawat yang akan bertugas, 
seperti berikut ini. 
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24.00 - 04.00 - 08.00 - 12.00 - 16.00- | 20.00 - 
04.00 08.00 12.00 16.00 20.00 24.00 
Kes DES DG DE DE MEA 


Banyak Pe- 
rawat yang 
dibutuhkan 


Rumuskan masalah penjadwalan perawat tersebut dalam model matematika. 


3. Tentukanlah pertidaksamaan yang memenuhi setiap daerah penyelesaian di 
bawah ini. 


10. l Ll | LA l 
(a) (D) 
4. Gambarkanlah daerah penyelesaian setiap sistem pertidaksamaan di bawah ini. 
2x4 y224 
x25 
2yx5-bx 
ISsys6 


5. Cermati pertidaksamaan ax # by 2? c. 
Untuk menentukan daerah penyelesaian (bersih) pada bidang koordinat, selain 
dengan menggunakan uji titik, selidiki hubungan tanda koefisien x dan y terhadap 
daerah penyelesaian (bersih) pertidaksamaan. 
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6. Perhatikan grafik-grafik di bawah ini. 
Nyatakan pertidaksamaan-pertidaksamaan yang memenuhi setiap daerah yang 
memenuhi. 


Gi) 


7. Seorang atlet diwajibkan makan dua jenis tablet setiap hari. Tablet pertama 
mengandung 5 unit vitamin A dan 3 unit vitamin B, sedangkan tablet kedua 
mengandung 10 unit vitamin A dan 1 unit vitamin B. Dalam satu hari, atlet itu 
memerlukan 20 unit vitamin A dan 5 unit vitamin B. Harga tiap-tiap 1 tablet, 
Rp1.500,00 dan Rp2.000,00. 

Modelkan masalah di atas. 

8. Dengan persediaan kain polos 20 meter dan kain bergaris 10 meter, seorang 
penjahit akan membuat 2 model pakaian jadi. Model I memerlukan 1 meter kain 
polos dan 1,5 meter kain bergaris. Model II memerlukan 2 meter kain polos dan 
0.5 meter kain bergaris. Bila pakaian tersebut dijual, setiap model I memperoleh 
untung Rp15.000,00 dan model II memperoleh untung Rp10.000,00. (UAN 
2004 No. 22) 

Nyatakan masalah di atas dalam model matematika 


9.. Sebuah toko bunga menjual 2 macam rangkaian bunga. Rangkaian I memerlukan 
10 tangkai bunga mawar dan 15 tangkai bunga anyelir, Rangkaian II memerlukan 
20 tankai bunga mawar dan 5 tangkai bunga anyelir. Persediaan bunga mawar 
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10. 


dan bunga anyelir masing-masing 200 tangkai dan 100 tangkai. Rangkaian I 
dijual seharga Rp200.000,00, dan Rangkaian II dijual seharga Rp100.000,00 per 
rangkaian. (UN 2006 No. 21) 

Modelkan masalah di atas dalam bentuk model matematika. 


Perhatikan masalah yang dihadapi seorang penjaja buah-buahan berikuti ini. 
Pak Benni, seorang penjaja buah-buahan yang menggunakan gerobak menjual 
apel dan pisang. Harga pembelian apel Rp18.000,00 tiap kilogram dan pisang 
Rp8.000,00, tiap kilogram. Beliau hanya memiliki modal Rp2.000.000,00, 
sedangkan muatan gerobak tidak lebih dari 450 kilogram. Padahal keuntungan 
tiap kilogram apel 2 kali keuntungan tiap kilogram pisang. 

Rumuskanlah model matematika masalah di atas. 


3. Daerah Bersih dan Garis Selidik 


Penggunaan istilah daerah bersih merupakan daerah yang memenuhi suatu 


pertidaksamaan. Untuk konsistensi pada buku ini, kita menggunakan istilah daerah 
bersih, artinya semua titik (x, y) yang memenuhi suatu pertidaksamaan linear atau 
suatu sistem pertidaksamaan linear. 


Sekarang, yang menjadi pokok permasalahan pada bagian subbab ini adalah 


menentukan daerah bersih suatu pertidaksamaan linear atau sistem pertidaksamaan 
linear. Mari kita mulai daerah bersih yang terdapat pada Gambar 1.3 b). Untuk setiap 
nilai x dan y yang memenuhi x #y 2 5 dengan x 2 0 dan y 2 0, disajikan pada tabel 
berikut ini. 

» Temukan hubungan titik koordinat dengan daerah bersih yang terdapat pada 


Gambar 1.3.b! Apa kesimpulan yang dapat ditarik dari hubungan tersebut? 


Tabel 1.4: Uji Titik dengan Nilai pertidaksamaan dan Arah Daerah Bersih 


Nilai x - y2 5 Arah Daerah Bersih 
(5, 4) Benar (9 - 5) Sebelah kanan (atas) garis x - y - 5 
6,1) Benar (7 - 5) Sebelah kanan (atas) garis x - y - 5 


(2, 1) Salah (3 - 5) Sebelah kiri (bawah) garis x 4 y - 5 
(0, 0) Salah (0 - 5) Sebelah kiri (bawah) garis x 4- y - 5 
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Sekarang, kita uji pemahaman kita menggambarkan daerah bersih yang 
dihasilkan masalah berikut ini. 


pn: 
Lyaenanata A4 


Suatu pabrik farmasi menghasilkan dua jenis kapsul obat flu yang diberi nama 
Fluin dan Fluon. Tiap-tiap kapsul memuat tiga unsur (ingredient) utama dengan 
kadar kandungannya tertera dalam Tabel 1.5. Menurut dokter, seseorang 
yang sakit flu akan sembuh jika dalam tiga hari (secara rata-rata) minimal 
menelan 12 grain aspirin, 74 grain bikarbonat dan 24 grain kodein. Jika 
harga Fluin Rp500,00 dan Fluon Rp600,00 per kapsul, bagaimana rencana 
(program) pembelian seorang pasien flu (artinya berapa kapsul Fluin dan 
berapa kapsul Fluon harus dibeli) supaya cukup untuk menyembuhkannya 
dan meminimumkan ongkos pembelian total. 


Table 1.5: Kandungan Unsur (dalam grain) 


—a ee 
tama 
—tan TU 


Alternatif Penyelesaian 
Data pada masalah di atas, dapat disajikan seperti tabel berikut ini. 


Tabel 1.6: Tabel persiapan 


mol 
Minimum 

Ne 

Be MAN ME MEN 

SBiarbonat | 5S 

—koden Pe pa 

— Harga 500 00 
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Dengan tabel tersebut, dapat kita misalkan: 


x : banyak kapsul Fluin yang dibeli. 
y : banyak kapsul Fluon yang dibeli. 


Selanjutnya, kita dengan mudah menemukan bentuk masalah program linear 
masalah di atas. 


Mencari x, y yang memenuhi: 
2x4 y212 
5x48y 274 
x4#6y224 (a) 
x20 
y20 


dan meminimumkan Z — 500x 4 600y. (b) 
» Dengan menggunakan uji titik, coba kamu gambarkan daerah penyelesaian setiap 
pertidaksamaan di atas. 


software Autograph merupakan salah satu software yang digunakan unttuk 
menggambarkan daerah penyelesaian suatu sistem pertidaksamaan linear. 


Autograph juga dapat digunakan untuk menggambarkan berbagai grafik fungsi, 
misalnya fungsi kuadrat, dan fungsi logaritma. 


LIL 


Gambar 1.4: Daerah V adalah irisan daerah bersih sistem pertidaksamaan (a) 
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Daerah no. V merupakan irisan daerah bersih keenam pertidaksamaan, juga 
disebut daerah layak, atau daerah penyelesaian atau daerah optimum. 


Dalam buku ini kita sepakati untuk menggunakan istilah daerah penyelesaian. 
Jika keenam pertidaksamaan di atas, dinyatakan sebagai suatu sistem pertidaksamaan, 
maka daerah penyelesaian dapat kita definisikan sebagai berikut: 

& 
(Daerah Layak/Daerah Penyelesaian/Daerah Optimum) 
Daerah fisibel atau Daerah Penyelesaian Masalah Program Linear merupakan 


himpunan semua titik (x, y) yang memenuhi kendala suatu masalah program 
linear. 


» Coba diskusikan dengan temanmu, apakah semua kendala suatu masalah 
program linear memiliki daerah penyelesaian? Jika ya, tunjukkan syaratnya. 
Jika tidak, berikan contohnya! (Petunjuk: tunjukkan untuk program linear 2 
variabel) 
Daerah penyelesaian untuk masalah ini merupakan suatu daerah yang tak terbatas 
(unbounded). Tentu terdapat juga daerah penyelesaian yang terbatas (bounded). 
Selanjutnya, akan ditentukan nilai x dan y yang terdapat di daerah penyelesaian 
yang menjadikan nilai fungsi Z — 500x # 600y minimum. Jadi, kita akan fokus pada 
nilai fungsi Z di daerah penyelesaian. Perhatikan nilai-nilai fungsi Z pada tabel 
berikut ini. 
Tabel 1.7: Tabel nilai Z - 500x # 600y 


Nilai Z - 500x 4 600y 
(0, 12) Z - 500.(0) 4 600.(12) — 7200 
(2, 8) Z -500.(2) 4 600.(8) - 5800 


(4, 7) Z — 500.4) 4 600.17) - 6200 
(5, 10) Z -500.(5) 4 600.10) — 8500 


Kegiatan 1 


» Dengan nilai fungsi Z pada tabel di atas, gambarkan beberapa grafik persamaan 
garis K — 500x 4# 600y dengan k bilangan bulat (sesuai dengan nilai (x,y)), yang 
melalui daerah penyelesaian sistem pertidaksamaan (a). 
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» Cermati perubahan nilai garis tersebut, jika garis digeser ke kanan (atas) atau ke 
kiri (bawah), hingga ditemukan nilai paling minimum di daerah penyelesaian. 


Dari hasil Kegiatan 1, ditemukan bahwa pada saat x — 6 dan y — 3 fungsi sasaran 
K — 500x 4 600y bernilai minimum, yaitu 4800. 

Sebagai pembanding, bahwa daerah penyelesaian sistem pertidaksamaan (a) 
merupakan daerah tidak terbatas (unbounded area). 
» Coba cermati nilai fungsi Z — 500x # 600y untuk titik A, B, dan C. 


Tabel 1.8: Nilai Z - 500x 4 600y 


ja Z - 500x 4 600y 
A (0,12) Z - 500.(0)  600.(12) - 7.200 


B (2,8) Baba 


» Kesimpulan apa yang dapat kamu tarik dengan nilai Z yang ada pada tabel 
di atas? 
» Seandainya, fungsi tujuan masalah tersebut diubah menjadi: 
Maksimumkan: Z — 500x 4 600y 
Berapa nilai maksimum Z yang kamu peroleh? 
Dari hasil penyelidikan melalui Tabel 1.8, diharapkan kamu menemukan supaya 
uang pembelian total menjadi minimum sebaiknya dibeli 6 kapsul Fluin dan 3 kapsul 
Fluon dan uang pembeliannya adalah Rp4800,00. 


Untuk memperkaya pengetahuan dan ketrampilan kamu, mari kita selesaikan 
masalah kelompok tani transmigran yang disajikan pada awal bab ini. 


@|Contohi:2 


Telah diketahui model matematika masalah tersebut, yaitu 


0,02x 4 0,05y S10 2x4#5yS1000— kendala lahan 

10x#8yS1550 atau 110x-8y S1550 »kendala waktu (“d) 
5x4#3y S 460 3x4#3yS460— kendala pupuk 

x20 

y20 
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Fungi Tujuan 
Maksimumkan: Z(x, y) — 40x 4 30y (dalam satuan ribuan rupiah). (2) 


Kita akan menentukan banyak hektar tanah yang seharusnya ditanami pada dan 
jagung agar pendapatan kelompok tani tersebut maksimum. 


Alternatif Penyelesaian 
Langkah pertama, kita menentukan daerah penyelesaian yang memenuhi sistem (1). 
Mari cermati gambar di bawah ini. 


Gambar 1.5: Daerah penyelesaian sistem pertidaksamaan (1). 
» Untuk memastikan ketrampilanmu dalam menggambarkan daerah penyelesaian 
suatu sistem pertidaksamaan linear, selidiki Gambar 1.5 apakah sudah sesuai 
dengan batasan (1)? Berikan alasanmu. 


Selanjutnya kita akan memilih dua titik yang terdapat di daerah penyelesaian untuk 
membantu menentukan arah pergeseran garis selidik K — 40x #- 30y (dalam ribuan 
rupiah). 

Misal, dipilih titik (20,20), sehingga diperoleh persamaan garis 40x # 30y — 1400. 
Sedangkan untuk titik (50, 100), diperoleh persamaan garis 40x # 30y —- 5000. 


» Dengan teliti, selidiki arah persegeran nilai grafik garis selidik pada daerah 
penyelesian hingga kamu menemukan titik yang mengakibatkan garis tersebut 
bernilai maksimum. Bandingkan hasil kerjamu dengan hasil kinerja temanmu! 
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» Dari hasil yang kamu peroleh, interpretasikan pada konteks masalah yang 
sebenarnya. 


Dari pembahasan Masalah 1.1 dan Masalah 1.4, mari kita tuliskan dan cermati 
bersama kesimpulan berikut ini, yang kita nyatakan dalam definisi. 


PIA 


£— Definisi 1.3 ) 


Fungsi sasaran/tujuan atau fungsi objektif merupakan suatu rumusan fungsi yang 
memenuhi semua keterbatasan pada suatu masalah program linear. 

Fungsi sasaran/tujuan merupakan fungsi linear yang terkait dengan setiap nilai 
variabel dalam semua kendala program linear. 


Mari kita cermati kembali fungsi sasaran untuk setiap Masalah 1.1 sampai 
Masalah 1.4. 

i  Maksimumkan: Z(x, y) — 40x 4 30y (dalam satuan ribuan rupiah). 

ii 'Minimumkan: 

PA Ma ea 512,5x, 4 20x, & Wx, #10x, #5x,. 


ii Minimumkan: 
Zip X0 3 X3 Koo Kopo Kon ) SIT Xi 4 MPR4 H15x,3 #18x,, #16x,, #12x,,. 


(dalam puluh ribu rupiah). 
iv Minimumkan: Ztx, y) —- 500x 4- 600y 


Fungsi sasaran bagian (1) dan (iv) hanya memuat dua variabel, yaitu variabel x 
dan y, sedangkan pada bagian (ii) dan (iii) memuat enam variabel. Bahkan, terdapat 
masalah yang memuat n banyak variabel. 

Oleh karena itu, secara umum dapat ditulis bentuk umum fungsi sasaran dari 
suatu masalah program linear, yaitu: 


Maksimumkan (Minimumkan) 
PA Tn Den bea 0 ea On aa OP 


Nilai maksimum (atau minimum) fungsi Z adalah nilai terbesar (atau terkecil) 
dari fungsi objektif yang merupakan solusi optimum masalah program linear. 
Namun dalam kesempatan ini, kita mengkaji hanya untuk n — 2 melibatkan, 
sehingga fungsi sasaran menjadi Z(x,, x,) — C x, t C,x,. 
» Selidiki syarat suatu fungsi tujuan mempunyai (tidak mempunyai) nilai 
maksimum! 
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PA 


(AJ Definisi 1.4 


Garis selidik adalah grafik persamaan fungsi sasaran/tujuan yang digunakan untuk 
menentukan solusi optimum (maksimum atau minimum) suatu masalah program 
linear. 


Untuk menentukan persamaan garis selidik K — C x,  C,x, dengan k bilangan 
real, kita memilih minimal dua titik (x, y) yang terdapat di daerah penyelesaian. 
Dengan dua titik tersebut, nilai optimum fungsi sasaran dapat ditemukan melalui 
pergeseran garis selidik di daerah penyelesaian. 

Namun pada kasus tertentu, garis selidik tidak dapat digunakan untuk menentukan 
nilai Sa suatu fungsi sasaran. Mari kita cermati masalah berikut ini. 


Masalah-1.5 


Apakah kamu pernah melihat tanaman hias seperti di bawah ini? Tahukah 
kamu berapa harga satu tanaman hias tersebut? 


Gambar 1.6: Tanaman Hias Aglaonema dan Sansevieria 
Sumber: www.aksesdunia.com 
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Setiap enam bulan, seorang pemilik usaha tanaman hias memesan 
tanaman hias dari agen besar, Aglaonema (A) dan  Sansevieria 
(S) yang berturut-turut memberi laba sebesar Rp5.000.000,00 dan 
Rp3.500.000,00 per unit yang terjual. Dibutuhkan waktu yang cukup 
lama untuk menghasilkan satu tanaman hias dengan kualitas super. Oleh 
karena itu agen besar memiliki aturan bahwa setiap pemesanan tanaman 
hias A paling sedikit 2090 dari seluruh pesanan tanaman hias lain. 
Pemilik usaha tanaman hias memiliki lahan yang hanya cukup untuk 10 
tanaman hias A saja atau 15 tanaman hias S. Dalam keadaan demikian, 
berapa banyak tanaman hias A dan S sebaiknya dipesan (per semester) 
jika diketahui bahwa pada akhir semester tanaman hias lama pasti habis 
terjual dan pemilik usaha tersebut ingin memaksimumkan laba total? 


Alternatif Penyelesaian 
Untuk memudahkan kita dalam membahas masalah ini, 
misalkan x : banyak tanaman hias A yang dipesan 

y: banyak tanaman hias S yang dipesan. 


Pernyataan "Oleh karena itu agen besar memiliki aturan bahwa setiap pemesanan 
tanaman hias A paling sedikit 20960 dari seluruh pesanan tanaman hias lain”, dapat 
dituliskan sebagai berikut. 


1 
x2 2(xt y)atau 4x —y2 0. 


Untuk memperoleh laba, pemilik harus mempertimbangan keterbatasan lahan 
sebagai daya tampung untuk tiap-tiap tanaman hias. 


Misal, L : luas kebun tanaman hias, 
L : luas kebun yang diperlukan untuk 1 tanaman hias A, 
L : luas kebun yang diperlukan untuk 1 tanaman hias S. 
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Sesuai keterangan pada masalah di atas, luas kebun hanya dapat menampung 10 
tanaman hias A atau 15 tanaman hias S. Pernyataan ini, dimodelkan sebagai berikut: 


L, 2 dan L 2 
10 Ga 


Tentu luas kebun yang diperlukan untuk x banyak tananam hias A dan y banyak 
tanaman hias S tidak melebihi luas kebun yang ada. Oleh karena itu, dapat dituliskan, 


Xx. EP 4 y. Te SL atau 3x#2y S30 
10 15 


Selanjutnya, pemilik kebun mengharapkan laba sebesar Rp5.000.000,00 dari 1 
tanaman hias A yang terjual dan Rp3.500.000,00 dari 1 tanaman hias S yang terjual. 
Oleh karena itu, untuk sebanyak x tanaman hias A yang terjual dan sebanyak y 
tanaman hias S yang terjual, dapat dituliskan sebagai laba total pemilik kebun, yaitu: 


Z 55x 4 3.5y (dalam juta rupiah). 


Jadi secara lengkap, model matematika masalah program linear pemilik kebun 
tanaman hias dinyatakan sebagai berikut. 


Menentukan x dan y yang memenuhi kendala: 
4x—y20 
3x#2yS30 
x20 
y20 


d) 


Dengan fungsi tujuan: 
Maksimumkan: Z — 5x # 3.5y (dalam juta rupiah). 


Selanjutnya, kita akan menentukan daerah penyelesaian sistem pertidaksamaan 
linear (1). Tentunya, diharapkan keterampilan kamu dalam menggambarkan daerah 
penyelesaian sistem tersebut sudah makin meningkat. Sekaligus juga, kamu harus 
makin terampil dalam memilih titik dalam daerah penyelesaian untuk menentukan 
nilai maksimum fungsi sasaran. 


Mari kita cermati gambar berikut ini. 
» Dengan menemukan persamaan garis selidik terlebih dahulu, periksa bahwa titik 
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Ti - merupakan titik optimum masalah program linear tersebut. 


Dengan nilai maksimum Z - 51.818.181,818 atau sekitar Rp51.818.200,00. 
Bandingkan hasil kerjamu dengan temanmu. 


Gambar 1.7: Daerah penyelesaian sistem pertidaksamaan (1) 


30 120 
Namun, pada kenyataannya, ditemukannya titik (22) sebagai titik 


optimum masalah di atas mengakibatkan hal yang tidak mungkin terjadi untuk 
8 
menemukan 2 tafgaan hias A dan 101 tanaman hias S. Cara yang mungkin 


diterapkan adalah dengan metode pembulatan. 


Mari kita cermati hasil pembulatan (ke atas atau ke bawah) 


8 10 
titik Pa Boi) 

i P, (2,10) : ternyata di luar daerah penyelesaian OPO. 

ii P, (2,11) : ternyata di luar daerah penyelesaian OPO. 

iii P, (3,10) : merupakan titik di daerah penyelesaian, tetapi nilai Z pada titik 
(3, 10) hanya sebesar Rp50.000.000,00, memiliki selisih sebesar 
Rp1.800.000,00 dengan nilai optimum di titik P. 

iv P, (3,11) : ternyata di luar daerah penyelesaian OPO. 


Matematika - 


Artinya, metode pembulatan (ke atas atau ke bawah) juga tidak memberikan 
jawaban optimum terhadap masalah program linear tersebut. 


» Dalam kertas berpetak, di dalam daerah penyelesaian cermati titik-titik 


yang dekat dengan titik Pa aoig) . Tetapi titik yang kita inginkan, yaitu 


(x, y) harus untuk x dan y merupakan bilangan bulat. 


Sebagai petunjuk buat kamu, nilai optimum fungsi sasaran adalah Rp51.500.000,00. 
» Untuk kesimpulan, dari hasil titik optimum yang kamu peroleh, intrepetasikan 


nilai yang kamu peroleh. 

Masalah 1.5 mengingatkan kita bahwa tidak selamanya penentuan nilai optimum 
dengan menggunakan garis selidik. Terdapat beberapa kasus yang memerlukan 
ketelitian yang tinggi dalam menyelesaikan masalah program linear. 

Dari beberapa masalah yang telah dibahas di atas, masalah program linear 
memiliki nilai optimum (maksimum atau minimum) terkait dengan eksistensi daerah 
penyelesaian. Oleh karena itu terdapat tiga kondisi yang akan kita selidiki, yaitu: 

1. tidak memiliki daerah penyelesaian 

2. memiliki daerah penyelesaian (fungsi sasaran hanya memiliki nilai maksimum 
atau hanya memiliki nilai minimum) 

3. memiliki daerah penyelesaian (fungsi sasaran memiliki nilai maksimum dan 
minimum). 


1. Tidak memiliki daerah penyelesaian 
Mari kita cermati, grafik berikut ini. 


Diberikan sistem: 
ax#by Sc, az0, bz0 
pxtgy2t:pZz0, gz0 


Untuk setiap 


a, b, c,p, g dan teR Ea LL —— 

X& Selidiki hubungan antar koefisien 4-4----4----H----A-H---H-- NX 
variabel (x dan y) serta konstanta c TI TLLIIITTI IS 
dan f pada sistem tersebut, hingga | Iki raxtby se 
kamu menemukan syarat bahwa “| PI 
suatu sistem pertidaksamaan linear PT LD 
tidak memiliki daerah penyelesaian. ————/ 0 0 | 
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2. Memiliki daerah penyelesaian (fungsi sasaran hanya memiliki nilai 
maksimum atau hanya memiliki nilai minimum). 
Grafik berikut ini, mendeskripsikan bahwa walaupun kendala suatu program 
linear memiliki daerah penyelesaian, ternyata belum tentu memiliki nilai fungsi 
sasaran. Mari kita cermati. 


» Dari Gambar 1.9, tentukan sistem 
pertidaksamaan yang bersesuaian 
dengan grafik daerah penyelesaian 
seperti pada gambar. 


Selanjutnya, dengan sistem 
pertidaksamaan yang telah kamu temukan, 
misalnya diketahui fungsi sasaran, 110 | 


a. Maksimumkan: 
Z—-mx4ny, mneh' | 
b. Minimumkan: Z -mx4wny, m,yneR" 15 
» Dengan demikian, tentu kamu dapat Gambar 1.9 
menemukan kondisi suatu program 
linear yang memiliki daerah penyelesaian tetapi fungsi sasarannya hanya memiliki 
nilai maksimum dan tidak memiliki nilai minimum. 


3. Memiliki daerah penyelesaian (fungsi sasaran memiliki nilai 
maksimum dan minimum). 
Pertidaksamaan: 

2x —3y4#1220 
3x42y-1250 
x20 
0Osys4 


merupakan kendala yang bersesuaian 7” - 
dengan grafik daerah penyelesaian pada | 
Gambar 1.10 di samping. 
» Misalnya, diberikan fungsi sasaran 
berikut ini: 
a) Maksimumkan: 
Z53x42y 


b) Minimumkan: 
Z53x4 2). 
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Dengan teliti, coba kamu tentukan nilai maksimum dan minimum fungsi sasaran 
tersebut. Bandingkan hasil yang kamu temukan dengan temanmu. 


Latihan 
Diketahui sistem pertidaksamaan linear suatu masalah program linear. 


ax by (2, S)e:a #0,b #0 “d) 
pXL (LS). p #09 #0 (2) 
x20 
y20 


a, b, c,p, g dan t merupakan bilangan real, dan c « £. 
Dengan memperhatikan hubungan koefisien variabel (x dan y) pada kendala (1) dan 
(2), selidiki syarat agar sistem pertidaksamaan linear tersebut: 

i tidak memiliki daerah penyelesaian, 

ii — memiliki daerah penyelesaian 

iii — memiliki daerah penyelesaian berupa suatu garis atau segmen garis 

iv memiliki daerah penyelesaian hanya satu titik. 


&? Uji Kompetensi 1.2 


1. Sebuah perusahaan akan membeli paling sedikit 8 mesin untuk perluasan 
pabriknya. Harga mesin baru Rp15.000.000,00 per unit. Selain itu dapat juga 
dibeli mesin bekas dengan umur dua tahun, tiga tahun, dan empat tahun yang 
harganya diukur dari harga baru akan susut Rp3.000.000,00 per tahunnya. 
Keempat jenis mesin di atas, yaitu baru, umur dua tahun, umur tiga tahun, umur 
empat tahun mempunyai ukuran yang berbeda-beda, berturut-turut memerlukan 
tempat 3 meter persegi, 4 meter persegi, 5 meter persegi, dan 6 meter persegi 
per unitnya. Sedangkan ongkos perawatannya berturut-turut 0, Rp1.000.000,00, 
Rp2.000.000,00, dan Rp4.000.000,00 per tahunnya. Bila tempat yang tersedia 
untuk semua mesin yang dibeli tersebut hanya 35 meter persegi dan ongkos 
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perawatan total yang disediakan hanya Rp7.000.000,00 per tahun, bentuk model 
matematika masalah program linear perusahaan tersebut. 


Alkohol dapat dihasilkan dari 3 macam buah-buahan, A, P dan V yang dapat 
diolah dengan 2 macam proses, misalnya Aj: buah A diolah menurut cara -1, 
dan A, : buah A diolah dengan cara-2, dan seterusnya. Berturut-turut A,, A,, P', 
P,, V,, V, dapat menghasilkan alkohol sebanyak 396, 2,570, 3,57, 4Jo, 57o, dan 
4,570 dari buah sebelumnya. Kapasitas mesin adalah 1 ton buah-buahan per hari 
dan selalu dipenuhi. Pemborong yang memasok buah A hanya mau melayani jika 
paling sedikit 600 kilogram per hari. Sebaliknya buah P dan V masing-masing 
hanya dapat diperoleh paling banyak 450 kilogram per hari. 

Buatlah model matematika masalah di atas! 


Untuk melayani konferensi selama 3 hari harus disediakan serbet makanan. 
Untuk hari ke-1, -2, -3 berturut-turut diperlukan 50, 80, 70 helai serbet makanan. 
Harga beli yang baru Rp 1.200 sehelai, ongkos mencucikan kilat (satu malam 
selesai) Rp 800 per helai, cucian biasa (satu hari satu malam selesai) Rp 200 per 
helai. Untuk meminimumkan biaya pengadaan serbet, berapa helai serbet yang 
harus dibeli, berapa helai serbet bekas hari ke-1 harus dicuci kilat (untuk hari ke- 
2) dan berapa helai serbet bekas hari ke-2 harus dicuci kilat (untuk hari ke-3)? 
Buatlah model matematika masalah di atas! 


Sebuah peternakan unggas mempunyai kandang-kandang untuk 600 ekor yang 
terdiri dari ayam (A), itik (I), dan mentok (M). Kapasitas maksimum kandang 
selalu dipenuhi. Pemilik menginginkan banyak itik tidak melebihi 400 ekor, 
demikian pula mentok paling banyak 300 ekor. Ongkos pemeliharaan sampai 
laku terjual untuk A, I, M berturut-turut 3.500, 2.500, dan 6.000 rupiah per ekor. 
Harga jual A, I, M, berturut-turut adalah 7.000, 5.500 dan 10.500 rupiah per 
ekornya. Rumuskan model matematika program beternak yang memaksimumkan 
keuntungan jika keuntungan adalah selisih harga jual dari ongkos pemeliharaan. 
(Dalam masalah di atas dianggap tidak ada ongkos pembelian). 
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5. Perhatikan gambar di bawah ini. 


1 
| LH y K LAI 
| LAH | ta LIL | 
| 
N Cc 
Aa DA Pl MA Da GA DA BA 
BN F 
— P x 
Re AMIN 
TN hg 
(3 — Wi 1 1 
| r r TT Ae | | 
— 1 is — Ii #4 
| aa aa aa Sa 
LN L J0. Fr. 1 ad BA | 


Tentukan sistem pertidaksamaan yang memenuhi jika setiap label daerah 
merupakan daerah penyelesaian. 


Tentukanlah suatu sistem pertidaksamaan yang memenuhi setiap daerah 
penyelesaian penyelesaian berikut ini. 

a) berbentuk segitiga sama sisi di kuadran pertama 

b) berbentuk trapesium di kuadran kedua 

c) berbentuk jajaran genjang di kuadran keempat 


Gambarkan daerah penyelesaian untuk setiap kendala masalah program linear 
berikut ini. 

a) x—4yS 0 x—yS2, —2x4#3y S6, x 10 

bd» x#4y 30, -5x#ySS, 6bx—y20, Sx#y SO, x—5y SO 

C) x4#4y 30, 5x4 ySS5, 6x—y20, 5x4 yS50: x—5ySO 


Pesawat penumpang mempunyai tempat duduk 48 kursi. Setiap penumpang kelas 
utama boleh membawa bagasi maksimum 60 kilogram sedangkan kelas ekonomi 
maksimum 20 kg. Pesawat hanya dapat membawa bagasi maksimum 1440 kg. 
Harga tiket kelas utama Rp150.000,00 dan kelas ekonomi Rp100.000,00. Supaya 
pendapatan dari penjualan tiket pada saat pesawat penuh mencapai maksimum, 
tentukan jumlah tempat duduk kelas utama. (UMPTN Tahun 2000 Rayon A). 
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9. 


10. 


11. 


Seorang agen perusahaan alat elektronik rumah tangga menjual kulkas ke suatu 
pusat perbelanjaan. Pada bulan Juli, 25 unit kulkas terjual. Untuk tiga bulan 
berikutnya, setiap agen membeli 65 kulkas per bulan dari pabrik, dan mampu 
menjual hingga 100 unit per bulan dengan rincian harga sebagai berikut: 


| Kulkas | Harga Beli ($) | Harga Jual ($) 
Gama oa | 


Gowa 


Agen menyimpan 45 unit kulkas tetapi harus membayar $7/unit/bulan dan akan 
dijual pada bulan berikutnya. Tentukan nilai optimum pembelian, penjualan dan 
biaya penyimpanan kulkas tersebut. 
Perhatikan masalah program linear berikut ini: 
a) Tentukan nilai minimum dari 3x # 4y dengan kendala: 

x21y22,x4# yS6, dan 2x 43y S15 


b) Tentukan interval nilai Z(x, )— y— 2x # 2 dengan kendala: 

x20,y20, 2x4#5yS10, dan 4x4-3y S12 
Tentukan titik yang mengakibatkan fungsi linear f(x, y)-2x— y —4 bernilai 
optimum (maksimum atau minimum) jika daerah asal dibatasi sebagai berikut 
—IsxSl:-ISySI, (Periksa nilai fungsi di beberapa titik daerah asal dan 
periksa bahwa nilai optimum tercapai pada suatu titik sudut daerah asal). 
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& Projek 


Setiap manusia memiliki keterbatasan akan tenaga, waktu, dan tempat. 
Misalnya, dalam aktivitas belajar yang kamu lakukan setiap hari tentu kamu 
memiliki keterbatasan dengan waktu belajar di rumah, serta waktu yang 
kamu perlukan untuk membantu orang tuamu. Di sisi lain, kamu juga 
membutuhkan waktu yang cukup untuk istirahat setelah kamu melalukan 
aktivitas belajar dan aktivitas membantu orang tua. 

Dengan kondisi tersebut, rumuskan model matematika untuk masalah 


waktu yang kamu perlukan setiap hari, hingga kamu dapat mengetahui 
waktu istirahat yang peroleh setiap hari (minggu). 


Selesaikan proyek di atas dalam waktu satu minggu. 
Susun hasil kinerja dalam suatu laporan, sehingga kamu, temanmu dan 
gurumu dapat memahami dengan jelas. 


»$ PENUTUP 


Beberapa hal penting yang perlu dirangkum terkait dengan konsep dan sifat-sifat 
program linear. 

1. Masalah dalam kehidupan sehari-hari menjadi model suatu program linear. Konsep 
program linear didasari oleh konsep persamaan dan pertidaksamaan bilangan real, 
sehingga sifat-sifat persamaan linear dan pertidaksamaan linear dalam sistem 
bilangan real banyak digunakan sebagai pedoman dalam menyelesaikan suatu 
masalah program linear. 

2. Model matematika merupakan cara untuk menyelesaikan masalah real yang 
dikaji. Pembentukan model tersebut dilandasi oleh konsep berpikir logis dan 
mampu menalar keadaan masalah nyata ke bentuk matematika. 

3. Dua pertidaksamaan linear atau lebih dikatakan membentuk kendala program 
linear linear jika dan hanya jika variabel-variabelnya saling terkait dan variabel 
yang sama memiliki nilai yang sama sebagai penyelesaian setiap pertidaksamaan 
linear pada sistem tersebut. Sistem pertidaksamaan ini disebut sebagai kendala. 

4. Fungsi tujuan/sasaran (fungsi objektif) merupakan tujuan suatu masalah program 
linear, yang juga terkait dengan sistem pertidaksamaan program linear. 
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5. Nilai-nilai variabel (x, yyyang memenuhi kendala pada masalah program linear 
ditentukan melalui konsep perpotongan dua garis, sedemikian sehingga memenuhi 
setiap pertidaksamaan yang terdapat pada kendala program linear. 

6. Suatu fungsi objektif terdefinisi pada suatu daerah penyelesaian atau daerah yang 
memenuhi sistem pertidaksamaan (kendala) masalah program linear. Fungsi 
objektif memiliki nilai jika sistem kendala memiliki daerah penyelesaian atau 
irisan. 

7. Konsep sistem pertidaksamaan dan persamaan linear berlaku juga untuk sistem 
kendala masalah program linear. Artinya jika sistem tersebut tidak memiliki 
solusi, maka fungsi sasaran tidak memiliki nilai. 

8. Garis selidik merupakan salah satu cara untuk menentukan nilai objektif suatu 
fungsi sasaran masalah program linear dua variabel. Garis selidik ini merupakan 
persamaan garis fungi sasaran, ax # by — k, yang digeser di sepanjang daerah 
penyelesaian 
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Catatan: 


senenaneanenenenaneneenenan an nas asenan an nakasenan anna asean an anna nenen an anna ana en nasa nana sena anna anne aan anna asas ana sn aan nas anena na nnaaa 
senenanennnnenenannnnneenan anakan ena an nanas ana ana anakan anna ana kaan an an ana sana an anna nan an an anna nakas an an an an aan anus ananannan an anaaa 
senenanganesenenanenensenan an nanesenanan nan asenan anna nanas anna ana ssenan anna ana en anna nana sena anna anne ana an naas as esa anna na asanean ana nana 
senunannnnnenennannanneanenan ana nekenn an aan anananan an ananaan anus ananaan anus ana senaan anna nanananan anna ana anan anna asaan an an anaasanan nana 
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senenaneanesenenanennenenan an nanesenan an nakasenanan ana neenan anna nas enen an aa nanas enan nana nenen an anna nenen anna anasasasn nana ne asas nana ana 
senenannnnneennnannnnneananan ana nanann an aan naananan an anaaaanan an ana kaan naas ana enan an anna aaanaanan anna nun anan anus anann an anna nasanan nana 
senenaneanenenananennnsenanan nan asenan an nan asenanan nanas enan anna nss sana anna nan enen an anna nenen an anna as asaan naas asanasn nana as asasn nana ana 
senenannnnneennnannanneenanan ana ne kaan anaanan anna anna nak asen anna ane anna an anna asasa an anna aan sa anna nakas an asas an asann anna nana nanas anaaa 
senenanganenenenannakenenanan nan asenan an nakasenan anna nenen enan nanas anenan anna nenen sn nanas enen an anna nenen anna ana sasasn nana as asesa nana aaa 
senenannnnneennnannnnneananan ana naananan ana naanananananeaaanan an aneaannan an an aaaanan anna nananan asas aa nenan an an na nananan anna sasaran nana 
senenaneanenenenaneanesenan an nanasenannn nanas en aan nanas enanan ana ssenan an ana nasa anna anna nana an nana nenen anna naas ana an naas asenenn naa naaa 
senenanennnnenenannnnneananan nana ena an an ananaaaanan an anesannan an aneaannan asas asann an anus aenanan an anaananan ana na senanan an aasesan an anaaa 
senenaneanenenenaneanesennn ana naas enanan nas anenan an ana seen an an nanas enanan naas asa an an nanas enan anna anne sen an aan n asas an anna nsesean nana 
senenanen0enennnankananenenan nanas ena anakan ana anak anakan ana aneka nn anakan asann anna an asa an an an anna kenan anna aaaan ana asas aakan anakan 
senenanganeeenanannanesenan an nanesenan an nan asenan anna ane en an an nanas ena anna an nen anna nana nenas an ana n ae senan naas asas nn naas asanenn an anana 
senenannnnneananannnnneananan ana neaaananananaananan an aneananan an aneaaanan an anaeaanan an anaenanan an an aa nenan asas aa sananan anna sasaran anaaa 
mennneenannnnnesenn anna anaeenenn anak as enean naas asanenenn anak anenan nanas enen anna nas esen ganas as anen anna nas enenan anne anen anna aan asensn ana 
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Bab 


MAT RIKS 


A. KOMPETENSI DASAR DAN PENGALAMAN BELAJAR 


Kompetensi Dasar 


Pengalaman Belajar 


Memiliki motivasi internal, kemampuan 
bekerjasama, konsisten, sikap disiplin, rasa 
percaya diri, dan sikap toleransi dalam 
perbedaan strategi berpikir dalam memilih dan 
menerapkan strategi menyelesaikan masalah. 


Mendeskripsikan dan menganalisis konsep dasar 
operasi matriks dan sifat-sifat operasi matriks 
serta menerapkannya dalam pemecahan 
masalah. 


Memadu berbagai konsep dan aturan operasi 
matriks dan menyajikan model matematika dari 
suatu masalah nyata dengan memanfaatkan 
nilai determinan atau invers matriks dalam 
pemecahannya. 


Melalui 


pembelajaran materi matriks, siswa 


memperoleh pengalaman belajar: 


Istilah Penting 


mengamati secara cermat aturan susunan 
objek. 

berpikir mandiri mengajukan ide secara bebas 
dan terbuka. 

menemukan hubungan-hubungan di antara 
objek-objek. 

melatih berpikir kritis dan kreatif. 

bekerjasama menyelesaikan masalah. 


» Operasi pada matriks 
« Determinan matriks 


« Invers matriks 


N 
N 
J 
N 
N 
N 
N 


:$ PETA KONSEP 


Sistem 
Persamaan 
Linier 


Materi 
Prasyarat 


Masalah 
Otentik 


penjumlahan 
pengurangan 
perkalian 


determinan 
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#3 MATERI PEMBELAJARAN 


1. Operasi Pada Matriks Dan Sifat-Sifatnya 


Saat duduk di kelas X, kamu telah mempelajari konsep matriks, jenis dan operasi 
pada matriks yang ditemukan dari berbagai masalah nyata disekitar kehidupan 
kita. Pada kesempatan ini, kita akan menganalisis sifat-sifat operasi pada matriks 
dan menggunakannya dalam pemecahan masalah otentik. Amatilah dengan cermat 
berbagai informasi dan masalah yang diajukan dan temukan sifat-sifat operasi matriks 
di dalam langkah pemecahan masalah yang diajukan. 


a. Operasi Penjumlahan Matriks dan Sifat-sifatnya 


ui 
Masalah-2.1 


Dua orang bersaudara laki-laki dan perempuan membuka dua cabang toko 
kue di Padang dan di Medan. Toko kue itu menyediakan 2 jenis kue, yaitu, 
bronis dan bika ambon. Biaya untuk bahan ditangani oleh saudara perempuan 
dan biaya untuk chef ditangani oleh saudara laki-laki. Biaya untuk tiap-tiap 
kue seperti pada tabel berikut: 


Tabel Biaya Toko di Padang (dalam Rp) 


1.000.000 1.200.000 


2.000.000 3.000.000 


Tabel Biaya Toko di Medan (dalam Rp) 


1.500.000 1.700.000 
3.000.000 3.500.000 


Berapa total biaya yang diperlukan oleh kedua toko kue? 
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Alternatif Penyelesaian 


Jika kita misalkan matriks biaya di Padang, sebagai matriks A dan matriks biaya di 
Medan sebagai matriks 8, maka matriks biaya kedua toko disajikan sebagai berikut. 


1.000.000 1.200.000 1.500.000 1.700.000 
A-— dan B — : 


2.000.000 3.000.000 3.000.000 3.500.000 


Total biaya yang dikeluarkan kedua toko kue tersebut dapat diperoleh, sebagai 
berikut. 
Total biaya bahan untuk bronis — 1.000.000 4 1.500.000 — 2.500.000 
Total biaya bahan untuk bika ambon — 1.200.000 4 1.700.000 — 2.900.000 
Total biaya chef untuk bronis — 2.000.000 -- 3.000.000 — 5.000.000 
Total biaya chef untuk bika ambon — 3.000.000 4 3.500.000 — 6.500.000 


Keempat total biaya tersebut dinyatakan dalam matriks berikut: 
Tabel Biaya Toko di Medan (dalam Rp) 


2.500.000 2.900.000 
5.000.000 6.500.000 


Total biaya pada tabel di atas dapat ditentukan dengan menjumlahkan matriks A 
dan B. 


A4H-B — 


1.000.000. 1.200.000 1.500.000 1.700.000 
2.000.000 3.000.000) F (3.900.000 3.500.000 


1.000.000 41.500.000 1.200.000 -- 1.700.000 
2.000.000 -- 3.000.000 3.000.000 -- 3.500.000 


an Sen 


5.000.000 6.500.000 


Penjumlahan kedua matriks biaya di atas dapat dioperasikan karena kedua matriks 
biaya memiliki ordo yang sama, yaitu 2 X 2. Seandainya ordo kedua matriks biaya 
tersebut berbeda, kita tidak dapat melakukan penjumlahan dua matriks. 
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Nah, melalui pembahasan di atas, tentunya dapat didefinisikan penjumlahan dua 
matriks dalam konteks matematis. 
& 
Misalkan A dan B adalah matriks berordo m x n dengan elemen-elemen a, 


dan b,. Matriks C adalah jumlah matriks A dan matriks B, ditulis C-A-:-B, dengan 
elemen-elemen ditentukan oleh c,-a,tb, (untuk semua i dan j). 


Catatan: 


Dua matriks dapat dijumlahkan hanya jika memiliki ordo yang sama. Ordo matriks 
hasil penjumlahan dua matriks sama dengan ordo matriks yang dijumlahkan. 


@|Contohj21 


2 4 ? 28 
a). Jika diketahui matriks? |" Ka 4 o-| |aan 


12.4 17 Tn 
Pt9- » 3 ge | Tentukan nilai x dan y! 


Jika dimisalkan R — P 4 O, maka jumlah matriks P dan 0 adalah 


12 4 12 
R-— 
p 3 :| 
xD 242 Laka 4 A 


pso-| 23 6 


'— 


#1 x-74y 5-1 


Berdasarkan kesamaan dua matriks, diperoleh 
X4#25 12 atau x— 10 
x—T4y53atay10—74-y—3 atau y—0 
Jadi diperoleh nilai x — 10 dan y— 0 


631 
b). Diketahui matriks T -|5 5 0/|. Tunjukkan bahwa 74 0-Tdan 0tT-T 
1 3 7 


dengan 0 adalah matriks nol berordo 3 x3. 
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63 1 0 0 0 
. T40515 5 04/00 0 0 
1 3 71 (0 0 0 


6-0 340 140 6 3 1 
—-/540 540 04-01-1/5 5 01-T 
1-0 340 7-40 1 3 7 


0 0 O| (6 3 1 0-6 043 0-1 63 1 
. 04T-10 0 01415 5 01-|045 045 0-0/- (5 5 0/-T 
0 0 0 1 37 Ot1 04w3 047 1 347 


Dalam kajian selanjutnya, jika dikatakan matriks nol, maka kita harus memikirkan 
matriks nol dengan ordo yang sama dengan matriks yang sedang dikaji. Demikian 
juga halnya untuk matriks identitas, /. 


Cermati skema dan biaya penerbangan salah satu jenis pesawat dari Bandara 
Soekarno Hatta Jakarta ke berbagai kota yang ada di Pulau Sumatera yang 
disajikan sebagai berikut. 


Gambar 2.1 : Lintasan Penerbangan Pesawat Antar Dua Kota 
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a) Sajikan lintasan pesawat dalam bentuk matriks A - (a), dengan elemen a, 
menyatakan adanya lintasan penerbangan yang langsung antar dua kota. 

b) Sajikan biaya penerbangan dalam bentuk matriks B — (b,), dengan Bh 
menyatakan biaya penerbangan antar dua kota. Selanjutnya tentukan biaya 
penerbangan yang paling rendah dari kota Jakarta (J) ke kota Aceh (A) 
dengan bobot biaya penerbangan yang tersedia dalam juta rupiah! 

c) Jika matriks pada bagian a) dikalikan dengan dirinya sendiri, apa yang dapat 
kamu simpulkan dari unsur-unsur matriks tersebut? 


Alternatif Penyelesaian 
Bagian a) 
Kata kunci pada persoalan ini adalah adanya lintasan antar dua kota, secara 
matematis, fungsi lintasan antar dua kota tersebut, dinyatakan sebagai berikut: 


Dari hasil pengamatan lintasan penerbangan pesawat pada skema di atas, 
diperoleh data sebagai berikut: 


3 Ki Jika tidak ada lintasan langsung dua kota 
"4 Jika ada lintasan langsung dua kota 


i) — Banyak lintasan penerbangan pesawat yang langsung dari kota Jakarta (J) ke 
kota yang lain adalah 7 lintasan, yaitu dari Jakarta ke Tanjung Karang (TK), 
dari Jakarta ke Palembang (P): dari Jakarta ke Pangkal Pinang (PP): dari Jakarta 
ke Jambi (JA), dari Jakarta ke Padang (PD), dari Jakarta ke Pekan Baru (PB), 
dan dari Jakarta ke Medan (M). 

ii) — Banyak lintasan penerbangan pesawat dari Tanjung Karang ke kota lain adalah 
1 lintansan, yaitu dari Tanjung Karang (TJ) ke Jakarta (J). 


iii) Banyak lintasan penerbangan pesawat yang langsung dari kota Palembang (P) 
ke kota yang lain adalah 3 lintasan, yaitu dari Palembang (P) ke Jakarta (J), dari 
Palembang ke Aceh (A): dan dari Palembang (P) ke Medan (M). 


iv) Banyak lintasan penerbangan pesawat yang langsung dari kota Pangkal Pinang 
(PP) ke kota yang lain adalah 1 lintasan, yaitu dari Pangkal Pinang ke Jakarta. 


v) Banyak lintasan penerbangan pesawat yang langsung dari kota Jambi (JA) ke 
kota yang lain adalah 2 lintasan, yaitu dari Jambi (JA) ke Jakarta (J): dari Jambi 
(JA) ke Aceh (A). 
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vi) Banyak lintasan penerbangan pesawat yang langsung dari kota Padang (PD) 
ke kota yang lain adalah 3 lintasan, yaitu dari Padang (PD) ke Jakarta (J): dari 
Padang (PD) ke Medan (M): dari Padang (PD) ke Pekan Baru (PB). 


vil) Banyak lintasan penerbangan pesawat yang langsung dari kota Pakam Baru 
(PB) ke kota yang lain adalah 3 lintasan, yaitu dari Pekan Baru (PB) ke Jakarta 
(J3): dari Pekan Baru (PB) ke Padang (PD): dan dari Pekan Baru (PB) ke Medan 
(M). 


viii) Banyak lintasan penerbangan pesawat yang langsung dari kota Medan (P) 
ke kota yang lain adalah 6 lintasan, yaitu dari Medan (M) ke Jakarta (J): dari 
Medan (M) ke Padang (PD): dari Medan (M) ke Pekan Baru (PB): dari Medan 
(M) ke Palembang (P): dari Medan (M) ke Aceh (A): dari Medan (M) ke Nias 
NN). 


ix) Banyak lintasan penerbangan pesawat yang langsung dari kota Aceh (A) ke 
kota yang lain adalah 3 lintasan, yaitu dari Aceh (A) ke Jakarta (J): dari Aceh 
(A) ke Medan (M), dari Aceh (A) ke Jambi (JA). 


x) Banyak lintasan penerbangan pesawat yang langsung dari kota Nias (N) ke 
kota yang lain adalah 1 lintasan, yaitu dari Nias (N) ke Medan (M). 


Dari data di atas, adanya lintasan penerbangan pesawat antar dua kota, dapat 
disajikan dalam sebuah matriks A berikut. 


Aa 


5 
Sabke 
Oo co 000 
OK KO 0O005 0 
Soo a50nN 
Or S0 0000, 
Doko 0000nI 
Ooboroo00ry 
b D5 Gb SOPO 
Oo 0060600OP 

Seo 050505: 


Perhatikan elemen matriks A di atas, jumlah elemen-elemen baris menyatakan 
banyaknya lintasan penerbangan dari kota pada baris matriks tersebut. Misalnya 
pada baris pertama matriks A, jumlah elemen matriks adalah 7, artinya ada 7 lintasan 
penerbangan dari Jakarta ke kota-kota yang lain pada gambar. 

Bagian b) 

Dari skema penerbangan di atas, biaya penerbangan antar dua kota yang terhubung 

langsung, dapat disajikan dalam sebuah matriks B berikut. 
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1 TK Pp PP JA PD PB MA N 
J 0 04 06 07 08 1 11 15 0 0 
rl4 0 0 0 0 0 0 0 0 o 
p106 0 0 0 0 0 0 M715 0 
pplo7 0 0 0 0 0 0 0 0 Oo 
alo8s 0 0 0 0 0 0 012 o 

“pol1 0 0 0 0 0 Mo Oo Oo 
pBilll 0 0 0 0 04 0 05 0 0 
m1185 0 07 0 0 04 0s 0 Os 06 
Alo 0 15 0 12 0 0 05 0 0 
nlo 0 oa 0 0 0 0 os o Oo 


Perhatikan Gambar-2.1 dan Matriks B di atas, terdapat 8 cara (lintasan) 
penerbangan dari kota Jakarta (J) menuju kota Banda Aceh (A), yaitu: 
1) Dari Jakarta menuju kota Medan dan dari Medan menuju Aceh dengan total 
biaya 2 juta Rupiah. 
ii) — Dari Jakarta menuju Pekan Baru, dari Pekan Baru menuju Medan dan dari 
Medan menuju Aceh, dengan total biaya 2,1 juta Rupiah. 


iii) Dari Jakarta menuju Pekan Baru, dari Pekan Baru menuju Padang, dari Padang 
menuju Medan, dari Medan menuju Aceh, dengan total biaya 2,4 juta Rupiah. 


iv) Dari Jakarta menuju Palembang, dari Palembang menuju Medan dan dari 
Medan menuju Aceh, dengan total biaya 1,8 juta Rupiah. 


v) Dari Jakarta menuju Jambi, dan dari Jambi menuju Aceh, dengan total biaya 2 
juta Rupiah. 

vi) Dari Jakarta menuju Padang, dari Padang menuju Medan, dan dari Medan 
menuju Aceh, dengan total biaya 1,9 juta Rupiah. 


vii) Dari Jakarta menuju Padang, dari Padang menuju Pekan Baru, dari Pekan 
Baru Menuju Medan dan dari Medan menuju Aceh, dengan total biaya 2,4 juta 
Rupiah. 


vili) Dari Jakarta menuju Palembang, dari Palembang menuju Aceh, dengan total 
biaya 2,1 juta Rupiah. 


Dari ke delapan lintasan dari Jakarta menuju Aceh, biaya terendah diperoleh 
melalui jalur Jakarta menuju Palembang, dari Palembang menuju Medan, dan dari 
Medan menuju Aceh, dengan total biaya 1,8 juta Rupiah. 
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Ingat kembali materi operasi penjumlahan matriks yang kamu sudah pelajari di 
kelas X, jika kita jumlahkan matriks B dengan dirinya sendiri diperoleh 


B4B- 6 
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d0 04 0607 08 1 Il 15 0 0 

04 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

00. IG. O. Gg & & 0 7 1 0 

07 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

Hana 08 DO -90 GO. dd  O 0 2 9 
1 0 0 0 0 0 04 04 0 0 

1 0 0 0 0 04 0 05 0 9 

1,5 0 07 0 0 04 0,5 0 0,5 Ode 

do 0 15 0 12 0 0 095 Met 

0 0 0 0 0 0 0 ANU 0 

B4B-—2B. 


Makna elemen matriks 2B adalah biaya pulang pergi untuk penerbangan antar dua 
kota. Misalnya biaya penerbangan dari Jakarta menuju Medan, dan sebaliknya, biaya 
pulang pergi adalah 2 x 1,5 juta — 3 juta. 


1 2 3 

Misalkan matriks B-|3 4 5 

ENG 7 
1.2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 
B4B4B4.4B5/3 4 5 (4-13 4 5-13 4 514.413 4 5 
8 5 6 7 5 6 7 5 6 7 5 6 7 


Misalkan B sebuah matriks dengan ordo n x m, n e N. Hasilnya penjumlahan 


matriks 8 sebanyak k dengan k € N adalah k B, ditulis Bt B4 B-4...-B-kB, 
——-—- — 
dan matriks k B berordo n x n. k 


Matematika 4 | 


b. Sifat Komutatif Penjumlahan Matriks 


Perhatikan masalah di bawah ini! 

Di suatu pasar terdapat dua orang pedagang mangga, jenis buah yang dijual 
antara lain mangga dengan kualitas tinggi dan mangga dengan kualitas 
sedang. Pedagang satu memiliki 3 kg mangga kualitas tinggi dan 6 kg mangga 
kualitas sedang. Pedagang kedua memiliki 1 kg mangga dengan kualitas 
tinggi dan 8 kg mangga kualitas sedang. Keesokan harinya kedua pedagang 
tersebut berbelanja untuk menambah persediaan mangganya. Pedagang satu 
menambah 20 kg mangga berkualitas tinggi dan 15 mangga kualitas sedang, 
sedangkan pedagang kedua menambah 20 kg mangga kualitas tinggi dan 10 
kg mangga kualitas sedang. 

Berapakah persediaan mangga setiap pedagang sekarang? 


Alternatif penyelesaian 
Pedagang satu dan pedagang dua memiliki mangga kualitas tinggi dan sedang dan 
pada hari berikutnya kedua pedagang menambah persediaan mangga seperti tabel di 


bawah ini: 
Tabel persediaan mangga sebelum penambahan 


NN Kualitas Tinggi Kualitas Sedang 


Tabel tambahan persediaan mangga 


NN Kualitas Tinggi | Kualitas Sedang 


Jika kita misalkan matriks persediaan buah mangga sebelum penambahan sebagai 
matriks A dan sesudah penambahan sebagai matriks B8. Matriks A dan B disajikan 
sebagai berikut. 
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MN dan B - 2 5 . 
1 8 20 10 
Ingat kembali materi operasi pada matriks yang sudah dipelajari. Dua matriks 
dapat dijumlahkan apabila kedua matriks tersebut memiliki ordo yang sama. Matriks 


A dan B memiliki ordo yang sama, yaitu, matriks berordo 2 x 2. 
Maka jumlah keseluruhan persediaan mangga dapat diperoleh sebagai berikut. 


La NO 


do WA 


Berdasarkan hasil operasi di atas dapat disimpulkan (1) total persediaan mangga 
Pedagang I adalah 23 kg mangga kualitas tinggi dan 21 kg mangga kualitas sedang, 
(2) total persediaan mangga Pedangang II adalah 21 kg mangga kualitas tinggi dan 
18 kg mangga kualitas sedang, (3) ternyata hasil penjumlahan matriks A # B- B-4#A. 


@Contoh/2:2 
SA 9 


3 2 
Misalkan matriksA- | 0 & 4 |danmatriksB-| 9 6 4 
1 3 1 


3 41 2 3 4 2 
AB 510 6 41-10 6 4 
1 5 1 1 5 - 


353 re 2 


-| 0-0 6-6 444 
141 54(5) 14 -1) 
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0 —2 4 
A48 50 R2 8 
2 0 0 


3 Aa 2 3 1 2 
Bw-A-| 0 6 4-40 6 4 
1 SA Ia 5e 


—343 —14(N) 2-42 
21 0-0 6-46 444 
1-1 —545  —1-#1 


0 2 4 
B4A-|10 12 8 
2 0 0 


Berdasarkan contoh di atas dapat disimpulkan bahwa A # B - B4 A. 

Mari kita buktikan secara umum bahwa operasi penjumlahan pada matriks memenuhi 
sifat komutatif. Misalkan matriks A dan B berordo n x k. Elemen-elemen matrik A 
dan B adalah bilangan real yang disajikan sebagai berikut. 


Ary Ap Ar3 Ap by bp Dg «3 bip 

Asy” App A93 2.2.5 Aoi bp Dgp boy»... bor 

Agzy A37. Agg 0.0... Aap bgy bgp Dg bay 
A-| . : 0000 dan B- 

Ai Ay» A3 BN Ap D3 Dig Da Man ana Dr 
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Ar App Ang Dop by by by 2k 
daa Ka 3 Az by by by buy 
A4tB-| . . 9 akan an TAK 
Ai Ay» A3 | . : Ap bi Dia Dia ": 1 £ br 
Atb, A,tb, a,4tb, - . . Ay tb, 
Any tbpp App tbpp Ang tb... dng thai 
Ag tbg, Az, bp, Ag tb, - . Ay Hb, 
A za Di Ay» an Dis Ag ja Dia 1 Op t bi 


Karena nilai a, dan b, untuk setiap i dan j adalah bilangan real, maka nilai at b, 
sama dengan nilai b, Ha, atau a, tb, —-b, ta. Dengan demikian hasil penjumlahan 
A#tB-B-4A. 


PIsitat2t 9 
Misalkan matriks A dan Bberordo n x k. Penjumlahan matriks A dan B memenuhi 
sifat komutatif jika dan hanya jika A - B- B4 A. 


@1Contohj233 


Diberikan matriks A — | Ta | dan B — | | dengan hasil 


penjumlahan matriks B 4 A — | F : | . Tentukan matriks A dan B! 
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Alternatif penyelesaian 
Berdasarkan Definisi-2.2 di atas, A # B- B 4 A, sehingga diperoleh 


A xX-2y y 5 3 
TEA ae 3 


x-2y45  y43 
TI 2x4 x—y-#1 


Berdasarkan Definisi-2.2 di atas, A # B— B 4 A, sehingga diperoleh 
x—2y43 y4t3 1 8 
| 2x4 Basa je 
Berdasarkan sifat kesamaan dua matriks, maka diperoleh 
x—2y4551,) y4t#3—8:2x44—16, danx —y-4#1— 2. Dari keempat persamaan ini 
diperoleh nilai x, dan y. 


2x #4 — 16 diperoleh x — 6. 
y43—8 makay—-5 


D demiki trik Pra " 5 ea sn 2 
engan emiKklan matriks - 4 1 - 4 1 an ma S - 12 1 


Cc. Sifat Asosiatif Penjumlahan Matriks 


Masalah-2.4 


Pada suatu acara perlombaan masak pada acara 17 Agustus di SMA yang 
terdiri dari tiga sekolah, terdapat tiga peserta perwakilan dari masing-masing 
sekolah. Terdapat tiga orang anggota tim juri menilai dari setiap hasil masakan 
dari masing-masing sekolah, dengan nilai rentang nilai 6 sampai 10. Tabel 
nilai tersebut adalah 


Tabel persediaan mangga sebelum penambahan 


NN 
an 
Swa, — 
Gem 0 TS —T 
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Alternatif penyelesaian 


Misalkan: 
e Nilai dari juri I untuk masing-masing sekolah: 
SMAI 8 
SMAN 1-17 
SMAII 10 


“Nilai juri II untuk masing-masing sekolah: 


SMAI 8 
SMAII I-|$ 
SMAII 8 


e Nilai juri II untuk masing-masing sekolah: 


SMAI 9 
SMAII 1-18 
SMAII 8 
8 
(T 4 II) 4 III — TA “|8 
10 
1l6| 19 23 
82 15 (-|8|- |23 | atau 
18 8 26 
8 8119 
I-@-HI) - (71 (-i18I-8 
10 8| Is 
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10 16 26 


Dari penyelesaian tersebut dapat diketahui peringkat I adalah SMA III, Peringkat 
kedua adalah SMA I, dan peringkat ketiga adalah SMA II. Selanjutnya dapat 
disimpulkan bahwa matriks I 4 (II # III) — (I 4 II) - III. Hal ini dinamakan sifat 
asosiatif bsa Bb pada matriks. 


3 —3 8 —3 0-1 
Misakn A-| 2 — |,B-| 6 — ,dan C— 5 8 
0 4 4 0 2 
3. 8 53 0 - 
AxB4051 9 53 Tx 6, It 5 8 
0 4 4 —4 0 2 
3 -3 8 —4 
512 LA 1 6 
0 4 4 — 
11 — 
AxB40) » 3.1 
4 2 
3 -83 8 —-3 0 -—1 
ABC - 2 5 141 6 —»2 t1| 5 8 
0 4 4 4 0 2 
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4 0 0 2 
RE 

A1 3 3 
4 2 


Berdasarkan contoh di atas dapat disimpulkan bahwa hasil penjumlahan matriks 


11 —7 
At B40)- A4tB)4-C- 3 1 
4 2 


& 
Misalkan matriks A, B dan C berordo n x k. Penjumlahan matriks A, B dan C 
memenuhi sifat asosiatif jika dan hanya jika A 4 (B#tC) - (AtB) 4 C. 


2. Pengurangan Dua Matriks 


Sebagai gambaran awal mengenai operasi pengurangan dua matriks, mari kita 
cermati contoh masalah berikut ini. 


Masalah-2.5 
Sebuah pabrik tekstil hendak menyusun tabel aktiva mesin dan penyusutan 
mesin selama 1 tahun yang dinilai sama dengan 10 Y& dari harga perolehan 
sebagai berikut: 


Lengkapilah tabel tersebut dengan menggunakan matriks! 


Jenis Harga Penyusutan 

Perolehan (Rp) | Tahun I (Rp) Dara Ban OP 
25.000.000 2.500.000 | 
65.000.000 6.500.000 | | 


48.000.000 4.800.000 
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Alternatif penyelesaian 


Misalkan: 
25.000.000 
Harga perolehan merupakan matriks A - | 65.000.000 
48.000.000 
2.500.000 
Penyusutan tahun pertama merupakan matriks B - | & 590.000 
4.800.000 


Untuk mencari harga baku pada tabel tersebut adalah 
25.000.000 2.500.000 22.500.000 

A-—B- | 65.000.000 |—| 6.500.000 |— | 58.500.000 
48.000.000 4.800.000 43.200.000 


Rumusan penjumlahan dua matriks di atas dapat kita diterapkan untuk memahami 
konsep pengurangan matriks A dengan matriks B. 


Misalkan A dan B adalah matriks-matriks berordo m x n. Pengurangan matriks 
A dengan matriks B didefinisikan sebagai jumlah matriks A dan lawan matriks —B, 
ditulis: 

A-B-A#/(-B). 

Matriks —B merupakan matriks yang setiap unsurnya berlawanan tanda dengan 
setiap unsur yang bersesuaian dengan matriks B. 

Dari pemahaman penyelesaian Masalah-2.5 di atas, pengurangan dua matriks 
dapat juga dilakukan dengan mengurangkan langsung elemen-elemen yang seletak 
dari kedua matriks tersebut, seperti yang berlaku pada penjumlahan dua matriks, 
yaitu : A-B — la —Ib,| 


3.Perkalian Suatu Bilangan Real dengan Matriks 


Dalam aljabar matriks, bilangan real k sering disebut sebagai skalar. Oleh karena 
itu perkalian real terhadap matriks juga disebut sebagai perkalian skalar dengan 
matriks. 
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Sebelumnya, pada kajian pengurangan dua matriks, A — B — A4 (—B), (—B) dalam 
hal ini sebenarnya hasil kali bilangan —1 dengan semua elemen matriks B. Artinya, 
matriks (—B) dapat kita tulis sebagai : 


-B -k.B, dengan k-— -1. 
Secara umum, perkalian skalar dengan matriks dirumuskan sebagai berikut. 


Misalkan A suatu matriks berordo m Xx n dengan elemen-elemen Aa, dan k adalah 
suatu bilangan real. Matriks C adalah hasil perkalian bilangan real k dengan matriks 
A, dinotasikan C — k.A, bila matriks C berordo m x n dengan elemen-elemennya 


ditentukan oleh : 


C5 ka, (untuk semua i dan j). 


@|Contohj2:5, 


3 2x(—2) 2x (—4 —8 
a) Jika T- (-4 —5|, Maka2.H- (2x(—4) 2x(—4)I-I-8 —101. 
12 5 2x1ANA X5 24 10 
18 60 15 
b)JikaS-|9 24 1g |» Maka 
3 3 
1 ak 1 en l 15 
' : ' 6 20 5 
i h i 1 —1 4 
RN Xx (53 12 
7 : (—3) 2 ) 
16 40 36 
24 60 72 
1 3 1 ie Da9 1 36 3 arb 2 sat T 36 
Na ame 3 
xX24 x 60 x12 Xx 24 x60 x 72 
4 4 4 4 4 4 
ola 10 9| fi2 30 27) (12 40 36| 
“le 15 18| lis 45 sal 124 60 721 


Matematika 57 | 


4. Operasi Perkalian Dua Matriks dan Sifat-sifatnya 
Masalah-2.6 


P.T Melodi adalah sebuah perusahaan multinasional yang bergerak di 
bidang penjualan alat-alat musik. Perusahaan tersebut memiliki beberapa toko 
penjulan di beberapa kota besar di Indonesia. Persediaan alat-alat olah raga di 


setiap toko disajikan pada tabel berikut. 
Tabel 1.1: Alokasi setiap sumber yang tersedia 


Jenis Alat Musik 
Sama ct Troanga Pasaman 


Pa AN Ea KR 
“Marasar Pes) se | 00 
Soma os wrp La 
PN Ea 


Tabel di bawah ini menyatakan harga satu buah untuk setiap jenis alat musik 


Jenis Alat 


15.000.000,— 


1.500.000,— 
5.000.000, — 
5.000.000 ,— 


Setiap toko di masing-masing kota telah berhasil menjual berbagai jenis alat 
musik yang disajikan pada tabel berikut. 
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Jenis Alat Musik 


Kota/ 


Terjual 
IE —€ 


Ae 
Makasar 7806 ee 
Pe ea En En EN 
bang 2S ee 


Amatilah data di atas dan tentukan nilai dari 


a. Nilai persediaan alat musik seluruhnya! 
b. Penghasilan kotor perusahaan P.T Melodi 
Alternatif Penyelesaian 


Misalkan P adalah matriks yang menyatakan persediaan alat musik di setiap kota 
dan matriks H adalah matriks yang menyatakan harga untuk setiap jenis alat musik 
serta T adalah matriks yang menyatakan banyaknya barang yang telah berhasil dijual 
di setiap kota. Matriks P, H, dan T dapat ditulis sebagai berikut. 


Jenis Alat Musik 
Kota/ 


Terjual 
AF Pe 


Na SNN ANA MN 2 
“Makasar 780 Da0 Ag | ee 
Pe EN En En Ea 
PE Bea Ea Ea 
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95 68 85 75 85 56 84 70 
15000000 
70 57 120 80 Kanaan 55 52 85 65 
P5 195 60 56 90| Ian H - dan T- 139 48 43 86 
45 90 87 64 3000000 42 60 67 62 
75 54 90 65 3000000 72 51 78 60 
95 68 85 75 
15000000 
Nilai B Keseluruh 70 57 120 80) | s90000 
1llal arang es€luruhan — 85 60 56 90 Ix 
5000000 
45 90 87 64 
5000000 
75 54 90 65 


95(15000000) -- 681500000) --85(5000000) --75(5000000) 
70415000000) -- 571500000) #-120(5000000) -- 80(5000000) 
85(15000000) -- 601500000) --56(5000000) --90(5000000) 
4515000000) --90(1500000) -4- 875000000) --64(5000000) 
75(15000000) --54(1500000) -4-90(5000000) --65(5000000) 


1425000000 -- 102000000 -- 425000000 -- 375000000 
1050000000 -- 85500000 -- 600000000 -- 400000000 
1275000000 -- 80000000 -- 280000000 -- 450000000 
675000000 -- 135000000 -- 435000000 -- 320000000 

11255000000 --81000000 -- 450000000 -- 325000000 


2321000000 
2135500000 
“12805000000 
7640000000 
1981000000 


Berdasarkan hasil perhitungan di atas, diperoleh nilai barang keseluruhan di 
setiap toko di masing-masing kota adalah 
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2321000000 | Medan 
2135500000 | Surabaya 
Nilai Inventori Barang —- 12805000000 | Makasar 
7640000000 | Yogya 
1981000000 |) Bandung 


Berdiskusilah dengan temanmu, coba tentukan nilai barang yang terjual di setiap 
toko di kota. 


Dapat kita cermati dari perkalian di atas, bahwa setiap elemen baris pada matriks C 
berkorespondensi satu-satu dengan setiap elemen kolom pada matriks D. Seandainya 
terdapat satu saja elemen baris ke-1 pada matriks C tidak memiliki pasangan dengan 
elemen kolom ke-1 pada matriks D, maka operasi perkalian terhadap kedua matriks 
itu tidak dapat dilakukan. Jadi, dapat disimpulkan operasi perkalian terhadap dua 
matriks dapat dilakukan jika banyak baris pada matriks Csama dengan banyak kolom 
pada matriks D. Banyak perkalian akan berhenti jika setiap elemen baris ke-n pada 
matriks C sudah dikalikan dengan setiap elemen kolom ke-n pada matriks D. 


Secara matematis, kita dapat menyatakan perkalian dua matriks sebagai berikut. 
Misalkan matriks A, ,,, dan matriks B ,, matriks A dapat dikalikan dengan matriks B 
jika banyak baris matriks A sama dengan banyak kolom B. Hasil perkalian matriks 
A berordo m Xx n terhadap matriks B berordo n x p adalah suatu matriks berordo 
m X p. Proses menentukan elemen-elemen hasil perkalian dua matriks dipaparkan 


sebagai berikut. 


Ary App Ag 111 Ar Di bp Du: b, 

Doi Ap Ang "1 Ana by bay Doa 2p 
An | 1 4, As" 4, |, dan — Ba Dar Bp Da 3p 

a a a see 

ml “m2 “m3 Tan, bi bip D3 DL, 


Jika C adalah matriks hasil perkalian matriks A,,,,, terhadap matriks B, 
dinotasikan C-A.B, maka C berordo mxp. Elemen-elemen matriks C pada baris ke-i 
dan kolom ke-j, dinotasikan c,, diperoleh dengan cara mengalikan elemen baris ke-i 
dari matriks A terhadap elemen kolom ke-j dari matriks B, kemudian dijumlahkan. 


Dinotasikan c.—a,,.b -a,,.b,a,,.b,4..a. .b 
yo. “U“ij i2' 2j 13 3j in” nj 
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Misalkan A - la, ladalah matriks yang berordo m x pdan B - adalah matriks yang 
berordo gx n. 

Hasil kali matriks A dan B adalah suatu matriks C berordo m x.n 
dinotasikan A x B- C - le,| berordo m x n dengan elemen baris ke-i dan kolom 
ke-j adalah: c,- a, b, ta, b,,t a, bt ...t a, b,, dengan i - 1,2,3, ..., mj.dan 
NA nood 


Catatan: Matriks A dan B dapat dikalikan apabila banyak kolom matriks A sama 


dengan banyak baris matriks B. 


Mari kita pelajari contoh-contoh di bawah ini, untuk memudahkan kita mengerti 
akan konsep di atas! 


@|Contohj2:6 


Gambarkan daerah penyelesaian sistem pertidaksamaan berikut ini. 
Ori Ap 1 Dr bg ba 
— lb, by, b,, | matriks hasil 


a) Diketahui matriks A,, —|a,, a,,  a,,| dan B, , 


3 3 


Oz, Agy A33 by bah Da3 


Ay Ap Ag (by bi» bis 
perkalian matriks A dan matriks B, A.B —la,, a,, alIb, bb, b,, 


Ap Ag Ar | (bai bp Da3 


Abi, Ao Dor A3 bai ar bi, dy by, Ay3-b3, Ar Dia Ay ba A3 33 


a Oi b, 1 Op bi A53 by, Oni bd, Ap ba, Oa by, Oi b, Oo ba 053 bra 


Oi b 1 Oz, bai lag bai Oi db, Oz, b,, Ol33 by, Oi by, Oz, bs Ol33 ba 


Sekarang, silahkan tentukan hasil perkalian matriks B terhadap matriks A. 
Kemudian, simpulkan apakah berlaku atau tidak sifat komutatif pada perkalian 


matriks? Berikan alasanmu! 1 2 
b) Mari kita tentukan hasil perkalian matriks (3 4|. 12 o' dengan menggunakan 
5 6 
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konsep perkalian dua matriks di atas, diperoleh: 


1 2 2 aa 12-21 13-22 14-20 47 4 
3 41. tr 5 532-441 33-42 34--4.0—|10 17 121. 
d0 52-4-6.1 53462 54-46.0| 16 27 20 


Dengan menggunakan hasil diskusi yang kamu peroleh pada contoh a) dan b), 


1 2 
2 4 
silahkan periksa apakah matriks i " dapat dikalikan terhadap matriks (3 4|? 
Berikan penjelasanmu! 5 6 


a. Sifat Asosiatif dan Distributif Operasi Perkalian Matriks 
2 3 —5 3 2 —1 
12 de —1 c-|? 1 


5 31 (-5 3 
AxB— Xx 
5 | F 3 


Misalkan Matriks A — 


Peka 25-36. —15--3 
60—12 - 36—1 
Pk 11. —12 
48 35 


Berdasarkan hasil perhitungan di atas, dapat disimpulkan bahwa perkalian matriks 
tidak memenuhi sifat komutatif sebab AxX B# Bx A 


Mari kita cek sifat asosiatif! 


5 3 (5 3 2 —1 
ax8x0-| dn BA Sih 3 


12 1 


2 net 
axtxo-|) Hz Al 
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34 1 
—61 83 


Sekarang perhatikan hasil perkalian matriks 
5 31 (5 3 2 —1 
x x 
12 1 12 —1 1 1 
11 12 2 — 
2 x 
(AxB)xC-| Ag 35 


axBxO-| 


(AxB)x C- 


| 
Anyer 3 
-61 83 


Dari hasil perhitungan di atas dapat disimpulkan AX (B XC) - (Ax B)x C. 


“ | 
| | 
| 
| 


Misalkan matriks A berordo m x n, B berordo n x p dan C berordo p x g dengan 
m, n, p, g e N. Perkalian matriks memenuhi sifat asosiatif jika dan hanya jika A x 


(Bx C)- (AxB) x C. 


Perhatikan kembali matriks A, B, dan C di atas. 
| 5 3 25 8 - 

Matriks A — » 1 :B- DA dan C— Ii 

5 3 2 —5 3 Pt 2 —1 
Ba Me NP ne Ae NN 

5 3) (-3 2 

- X 
12 1 13 0 


24 10 
—23 24 


EN NI PES IA PENS N PA 

Kep AK) -(? ka Da P ke | 
Il 12/13 -2 
“bas as| “las —ii 


(24 10 
“3 24 
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Dari hasil perhitungan di atas, dapat disimpulkan bahwa Ax (B4 C)- (AxX B) 4- 
(AxO). 


PL 


Misalkan matriks A berordo m x n, Bberordo nx pdan C berordo nx pdengan m, 
n, p, g EN. Perkalian matriks memenuhi sifat distributif operasi perkalian terhadap 
operasi pen—jumlahan matriks jika dan hanya jika Ax (B4 C)-(Ax B)4(Ax GO). 


Nah, sekarang mari kita cermati untuk perkalian berulang suatu matriks A berordo 
pxd. 


0 —1 
Diketahui matriks A — | 1 of Tentukanlah A2 


Alternatif Penyelesaian 
Mari cermati langkah-langkah berikut! 
0 —1 | 0 oIrig 0 2-1 Ii 
1 Oli 0 0 —1 01 
Jika A?— -I, maka A"- I. Artinya, untuk setiap pangkat matriks A kelipatan 4, 
akan ditemukan matriks identitas. 


A?5 AA -— | 


Selanjutnya, 2013 dapat kita tuliskan sebagai berikut: 

2013—4.(503)--1. 

Akibatnya, 

A23 — A45034) — (A" )203 Al 

Matriks A'- I, dan I'— I,n — 1,2,3,..., akibatnya berlaku, (A“ 78 — I. Oleh karena 
0 —1 

2013 — - A— 1 

itu, A“8-LA- A- , 9 

Dari hasil pembahasan Contoh 2.7, secara umum dapat kita nyakan dalam definisi 

berikut ini. 


PL 


(PX befinisi 2.7 


Misalkan matriks A berordo px gdann e N. 
A" —AXAXAX...A 


n faktor 
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, kebetulan memiliki pola untuk 


A?03 pada contoh di atas, dengan al) — 


menentukan hasilnya. Namun, jika kamu menjumpai masalah untuk menentukan 


A'", n bilangan asli dapat kamu kerjakan dengan menentukan hasil kali matriks A 
sebanyak n faktor. 


Pertanyaan Kritis: Apakah A“ - I berlaku untuk sembarang matriks persegi 
berordo 2x 2? 


@s Uji Kompetensi 2.1 


WE vi Kompetensi21 ”—””””» 


1. 


» 


Sa 


S 


mn 


AN 
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. (p42 21 (Ip 6 AS H5 
Hasil penjumlahan matriks - 5: . Tentukan nilai p 
dan g! 3. 5S) 16 a43) 10 5 


| ! pt2 2 p CAN Ta 
Misalkan matriks A - , B- 6 HR Bila 3A — B, Tentukan nilai p 
dan g!. 


E5, 
3 —5 J3 2 sa 


bahwa A4 B-B:.4C. 


4 —2 Lap, NO —26 
Diberikan matriks A — | | B- | | dan C — | 


Tentukanlah hasil perkalian matriks-matriks berikut! 


| 2 SG II d0 
ala sp 2 c.|3 1 1lo1 0 
0 4 0 1 -—1lo 0 1 
p 1 0 Oli 3 2 
2 d.lo 1 oll3 4 5 
1 SN, 0 0 1ls 6 3 


Apa yang dapat kamu jelaskan tentang operasi pembagian matriks? Misalnya 
diketahui persamaan matriks A.C — B, dengan matriks A dan B matriks yang 
diketahui. Bagaimana kita menentukan matriks C? Paparkan di depan kelas! 


Berikan dua matriks yang memenuhi kesamaan: 
i. (At B7 -5A'4B 
ii. A'— B' 5 (A-B)AA#B) 
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7. Seorang agen perjalanan menawarkan paket perjalanan ke Danau Toba. Paket I 


terdiri atas 3 malam menginap, 2 tempat wisata dan 4 kali makan. Paket II dengan 
4 malam menginap, 5 tempat wisata dan 8 kali makan. Paket III dengan 3 malam 
menginap, 2 tempat wisata dan tidak 1 makan. Sewa hotel Rp 250.000,00 per 
malam, biaya pengangkutan ke tiap tempat wisata Rp 35.000,00, dan makan di 
restoran yang ditunjuk Rp 75.000,00. 

a) Dengan menggunakan perkalian matriks, tentukan matriks biaya untuk tiap 

paket. 
b) Paket mana yang menawarkan biaya termurah? 


. Sebuah perusahaan angkutan menawarkan tiket pulang bersama ke Provinsi Jawa 
Timur. Perusahaan angkutan tersebut mempunyai tiga jenis bus, yaitu Excecutif, 
Economi, dan AC. Setiap bus dilengkapi dengan kursi penumpang untuk kelas 
umum, mahasiswa dan pelajar. Jumlah kursi penumpang tiga jenis bus tersebut 
disajikan pada tabel di bawah ini. 


Saman ee 
Na 


Perusahaan telah mendaftar jumlah penumpang yang mengikuti perjalanan wisata 
ke negara A, seperti pada tabel berikut. 


Kategori Jumlah 
penumpang | penumpang 


Umum 123 


Berapa banyak bus yang harus disediakan untuk perjalaan tersebut? 
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9. Tentukanlah B? — 4B? 4 B — 4I, dengan matriks I merupakan matriks identitas 


1.2 


1 
berordo3 x 3 dan matriks B- (1 2 1 
211 
1 1 2 
10.Jika matriks D — |! 2 1| | maka tentukanlah matriks D — 4D?4 D 4 4.1, 
21 1 


dengan matriks I merupakan matriks identitas berordo 3 x 3 


11. Tentukanlah nilai p dan g yang memenuhi syarat berikut ini! 


p 2 " 
a) R- 0 4 dan R”—1I 

3 
b) S-|, $ dan S?-p.S #g.I 
“ Projek 


Rancang sebuah permasalahan terkait pekerjaan tukang pos yang 
melibatkan matriks. Beri bobot lintasan kenderaan dari sisi jarak atau 
biaya dalam pelaksanaan tugas mengantar surat atau barang dari rumah ke 


rumah penduduk. Selesaikan tugas ini secara berkelompok. Buat laporan 
hasil kerjamu dan sajikan di depan kelas. 


5, DETERMINAN DAN INVERS MATRIKS 
a. Determinan Matriks. 
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Siti dan teman-temannya makan di sebuah warung. Mereka memesan 3 
ayam penyet dan 2 gelas es jeruk di kantin sekolahnya. Tak lama kemudian, 
Beni datang dan teman-temannya memesan 5 porsi ayam penyet dan 3 gelas 
es jeruk. Siti menantang Amir menentukan harga satu porsi ayam penyet 
dan harga es jeruk per gelas, jika Siti harus membayar Rp70.000,00 untuk 
semua pesanannya dan Beni harus membayar Rp115.000,00 untuk semua 
pesanannya, berapakah harga satu porsi ayam penyet dan es jeruk per 
gelasnya? 
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Alternatif Penyelesaian 
Cara I 


Petunjuk : Ingat kembali materi sistem persamaan linier yang sudah kamu 
pelajari. Buatlah sistem persamaan linear dari masalah tersebut, lalu selesaikan 
dengan matriks. 


Misalkan : 

Xx — harga satu porsi ayam penyet 

y — harga es jeruk per gelas 

Sistem persamaan linearnya : 3x 4 2y — 70.000 
5x # 3y 5 115.000 

Dalam bentuk matriks adalah sebagai berikut : 

3 2 70.000 

5 3 115.000 


. 


y 


Mengingat kembali bentuk umum persamaan linier dua variabel. 


AT pala b SA 
AXTO,y 5, a, bl») le 
Solusi persamaan tersebut adalah: 
b,.c, — b,.c cC, —d,. 
Ka 5 dat YAN ADA Ob: sewameniaiansesnkmi (2 
ab, —a,.b, ab, —a,.b, 


» Ingat kembali bagaimana menentukan himpunan penyelesain SPLDV. Tentunya, 
kamu mampu menunjukkannya. 


Cara Il , 
a 
Dalam konsep matriks, nilai a,.b,— a,.b, disebut sebagai determinan matriks 2 | 
2 2 
b 
, dinotasikan |“ 5 atau det (A), dengan matriks di | -A 
a, 0, a, 0, 
Oleh karena itu, nilai x dan y pada persamaan (2), dapat ditulis menjadi: 
C, b Ah CC 
C3. 35 a 
— dan y 5 Pe en Rn en mem anakan (3) 
a bh a b 
a, b, a, b, 
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a b 
#0. 
a, b, 


dengan 


Kembali ke persamaan (1), dengan menerapkan persamaan (3), maka diperoleh: 


70.000 1 
115.000 3 si — 
x-! DP 2 210.000-230.000  —20.000 9 990 

Ag 9-10 .. 
3.3 

ana 

5 115.000 — sa 

3 ..345.000-350.000 —5.000 « Ang 

53 9—10 2 
5 3 


Jadi, harga satu porsi ayam penyet adalah Rp20.000,00 dan harga satu gelas Jus 
adalah Rp5.000,00. 


Notasi Determinan 
Misalkan matriks A — | 


b 
6 | Determinan dari matriks A dapat dinyatakan 


Cc 


a b 
det (a)-lal- |. 1 


—aa-1e 


b. Sifat-Sifat Determinan. 


3.4 
dan matriks B — | | 


Misalkan matriks A — | 


2 —2 —1 

(A) —Lal — SN ANE at 
det —| On, 2 5 

2 Hi 

B — (B'— — —J—G— — 
det (B) IBI 2 4 3—8 5 
jadi |Alx|BI - 25 

3. 423 —4 

Matriks AxB” -| » lo 
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Dengan demikian det (A x B) — |AB| — — —153--128 ——25 


8 


23 2 


& 
Misalkan matriks A dan B merupakan matriks persegi berordo m x mdengan m «& 


N. Jika determinan matriks A dinotasikan IA dan determinan matriks B dinotasikan 
(8), maka laB| — lal-IBI. 


@|Contohj2:8 


Gambarkan daerah penyelesaian sistem pertidaksamaan berikut ini. 


4 5 , 1 2 
Diketahui A — » dan matriks B — : 


6 3 4 
Tunjukkan bahwa |a.BI 2 la.IBI! 


Alternatif Penyelesaian 


Sebelum kita menentukan determinan A.B, mari kita tentukan terlebih dahulu 
matriks A.B, yaitu: 


4 51 2 19 28 
|a-B| — - 
2 6/13 4| 120 28 
. 19 28 
Dengan matriks A.B tersebut kita peroleh |a.B| — Sea 
20 28 : 
Sekarang kita akan bandingkan dengan nilai |al-|BI. Dengan matriks A - : : 


12 


Maka |A| - 14, dan B - Maka (B| — —2 nilai |Al-(Bl- 14.(-2) — -—28 


|a.B| —|al.|B| - —28 


Soal Tantangan.... 
“ Selidiki apakah |A.B.CI-IAI.-IBI-ICI| untuk setiap matriks-matriks A,B, dan C 
berordo nxn. 


» Jika matriks A adalah matriks persegi, dan k adalah skalar. Coba telusuri, nilai 
determinan matriks k.A. 
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@|Contoh'2:9 


b 
Sebuah matriks P ordo 2 x 2 dengan P — h : dengan a, b, c, d eR. 
Cc 


Jika determinan P adalah & , dengang e R. Tentukanlah determinan 


a 


dari matriks O — dengan x, y € R. 


xc-sa xd - sb 


Alternatif Penyelesaian 


a 


Jika P— , dan determinan matriks P adalah@ , maka berlaku 


ad-bc-@ 


b — 
Cc d| 
Elemen matriks O memiliki hubungan dengan matriks P, yaitu: 
9, hasil kali skalar x terhadap p, — hasil kali skalar sterhadap p,. 
9,5 hasil kali skalar x terhadap p,,— hasil kali skalar s terhadap p,,. 
Tujuan kita sekarang adalah mereduksi matriks O menjadi kelipatan matriks P. 
Adapun langkah-langkahnya adalah sebagai berikut: 


a b 
(el 


xc-sa xd - sb 


— barisl 


— baris 2 


Elemen baris 1 matriks O — elemen baris 1 matriks P. Mereduksi dalam hal ini 
adalah mengoperasikan elemen baris 2 matriks O menjadi elemen baris 2 matriks P. 
Unsur g,, dapat dioperasikan menjadi: 

(9, )“5 s.g, #g,,, akibatnya kita peroleh: 
a b 


xc xd 


— baris1“# 
(ol - 


— baris2” 


Menurut sifat determinan matriks (silahkan minta penjelasan lebih lanjut dari 


guru Matematika), maka lola” — xa, "2 —a@ |. jadi |o| —xa 
c d c d 
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Soal Tantangan.... 


Misal matriks P adalah matriks berordo 3x3, dengan (Pl-a dan matriks @ 
berordo 3x3 dan mengikuti pola seperti contoh di atas. 


Tentukan determinan matriks @. 


Perhatikan kembali matriks A di atas dan ingat kembali menentukan transpose 


4 
» 4 dan matriks transpose 


3 
sebuah matriks yang sudah dipelajari, Matriks A —- jk 


. . 3 —2 
dari matriks A' P 
4 —1 
: t t 3. 52 
Determinan adalah det (a 1 A KA ——348—55 


Perhatikan dari hasil perhitungan det (A) dan det (A') diperoleh det(A) — det(.A)). 


& 
Misalkan matriks A dan B berordo m x.m dengan m & NN. Jika det (A) —|A| dan 
det (4) -a | maka 


Masalah-2.9 
Sebuah perusahaan penerbangan menawarkan perjalanan wisata ke negara 
A, perusahaan tersebut mempunyai tiga jenis pesawat yaitu Airbus 100, Airbus 
200, dan Airbus 300. Setiap pesawat dilengkapi dengan kursi penumpang 
untuk kelas turis, ekonomi, dan VIP. Jumlah kursi penumpang dari tiga jenis 
pesawat tersebut disajikan pada tabel berikut. 
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Perusahaan telah mendaftar jumlah penumpang yang mengikuti perjalanan 
wisata ke negara A seperti pada tabel berikut. 


Berapa banyak pesawat masing-masing yang harus dipersiapkan untuk 
perjalanan tersebut? 
Alternatif Penyelesaian 
Untuk memudahkan kita menyelesaikan masalah ini, kita misalkan: 
Xx: banyaknya pesawat Airbus 100 
y: banyaknya pesawat Airbus 200 
z: banyaknya pesawat Airbus 300 


Sistem persamaan yang terbentuk adalah: 


50x -75y-#-40z — 305 50 75 40l/x| (305 
30x --45y-4-25z—1857—/30 45 25|.Iy| — (185 
32x -50y 4-30z — 206 32 50 30||z| 1206 


Sebelum ditentukan penyelesaian masalah di atas, terlebih dahulu kita periksa apakah 
matriks A adalah matriks tak singular. 


Cara untuk menentukan det (A), dengan Metode Sarrus. Yaitu sebagai berikut: 
Arr App Ap 
Misalnya matriks A,,,| a,, a,, a,, 


Az, A3, A33 
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SA An A33 L Ayo A53 A31 HE A3 A53, — A31 App A13 — 


Ogo A53 Ag — A33 Ang Cr) 


Untuk matriks pada Masalah 4.9, 


50 75 40 
30 45 251— (30 45 


32 50 30 0 3 
t4 4 


— (50.45.30) 4-(75.25.32) 4 (40.30.50) — (32.45.40) — 
(50.25.50) — (30.30.75) 
— -100. 


Analog dengan persamaan (2), kita akan menggunakan determinan matriks untuk 
menyelesaikan persoalan di atas. 


305 75 40 50 305 40 
185 45 25 30 185 25 
.lbos 50 30-30, 2 206 30 —100 
50 75 401 100 50 75 40 100 
30 4525 30 45 25 
32 (39V30 32 50 30 
50 75 305 
30 45 185 
32 50 206/ —200 
B0 75 4 100” 
30 45 25 
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Oleh karena itu: 

banyak pesawat Airbus 100 yang disediakan sebanyak 3 unit 
banyak pesawat Airbus 200 yang disediakan sebanyak 1 unit 
banyak pesawat Airbus 300 yang disediakan sebanyak 2 unit. 


« Analog dengan cara II untuk penyelesaian masalah Pembelian Tiket PRJ, coba 
kamu selesaikan masalah pengadaan pesawat ini dengan cara yang sama. Mintalah 
bimbingan dari gurumu. 


c. Invers Matriks 


Perhatikan Masalah-2.8 di atas, kamu dapat menyelesaikan masalah tersebut 
dengan cara berikut. Perhatikan sistem persamaan linier yang dinyatakan dalam 


matriks berikut, 
3 21x 70.000 d 
5 3 115.000 


Karena A adalah matriks tak singular, maka matriks A memiliki invers. Oleh 
karena itu, langkah berikutnya adalah menentukan matriks X. 


AN da 


3 21-5 3 J415.000 
. 
x- x| Ta 0 F3 
»| —11—5.000) 15.000 
| x| “(—20.000 
Diperoleh | 5 | 50001 “5 20.000 dan y — 5.000 


Ditemukan jawaban yang sama dengan cara /. Tetapi perlu pertimbangan 
pemilihan cara yang digunakan menyelesaikan persoalannya. 

« Mengajak siswa untuk menemukan aturan untuk menentukan invers sebuah 
matriks berordo 2 x 2 dengan meninjau kembali langkah-langkah pemecahan 
masalah di atas. Membuat kesepakatan terkait batasan persyaratan yang diperlukan 
untuk menentukan invers sebuah matriks. 


Misalkan A dan B adalah matriks yang memenuhi persamaan berikut. 
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Persoalan kita: bagaimana menentukan matriks X pada Persamaan (4)? 


Pada teori dasar matriks, bahwa tidak ada operasi pembagian pada matriks, tetapi 
yang ada adalah invers matriks atau kebalikan matriks. Misalkan A matriks persegi, 


berordo 2 X2, A— 


a . . ' 
| .Maka invers matriks A, dinotasikan AV: 
c 


AT — Be 
(ad —b.c) 


d — 
—c d 


dengan a.d. # b.c 


| d Fi disebut adjoint matriks A, dinotasikan adj(A). 
—C 


Salah satu sifat invers matriks adalah A“”.A-A.A"?-I Akibatnya persamaan (4) 
dapat dimodifikasi menjadi: 


ALA.X- A' B. (semua ruas dikalikan A"). 
(AT.A).X — A'' B 
LX-A'B 

X- A'B (karena LX —- X) 


Rumusan ini berlaku secara umum, dengan syarat det (A) £ 0, namun ada beberapa 
teknik yang harus diperhatikan. Untuk selanjutnya akan dikaji pada subbab berikut. 


. 
Misalkan A sebuah matriks persegi dengan ordo n x n,n & N. 
» Matriks A disebut matriks tidak singular, apabila det(A) £ 0. 


» Matriks A disebut matriks singular, apabila det(A) - 0. 


» A' disebut invers matriks A jika dan hanya jika AA" - ATA - I, dengan I adalah 
matriks identitas perkalian matriks. 


Masalah-2.10 ” 


Agen perjalanan Sumatera Holidays menawarkan paket perjalanan ke Danau 
Toba, yaitu menginap di Inna Parapat Hotel, transportasi ke tiap tempat wisata, 
dan makan di Singgalang Restaurant. Paket perjalanan yang ditawarkan yaitu 


Paket I terdiri 4 malam menginap, 3 tempat wisata dan 5 kali makan dengan 
biaya Rp2.030.000,00. Paket II dengan 3 malam menginap, 4 tempat wisata 
dan 7 kali makan dengan biaya Rp1.790.000,00. Paket III dengan 5 malam 
menginap, 5 tempat wisata dan 4 kali makan dengan biaya Rp2.500.000,00. 


Berapakah biaya sewa hotel tiap malam, satu kali transportasi dan satu kali 
makan? 


Matematika (77 | 


Alternatif Penyelesaian 


Misalkan 
X : biaya sewa hotel 
y: biaya untuk transportasi 


z : biaya makan 


Dalam bentuk matriks adalah seperti berikut : 
4 3 Sllx| (2.030.000 
3 4 5SIl»|—/1.790.000 
5 7 4lla| 12.500.000 


Determinan untuk matriks masalah 2.10 di atas : 


4 3 5 4 3 514 3 
A—/3 4 5|Makadet A—/3 4 513 4 
5 7 4 SN! 45 7 
— (4x4x4)4(3x5x5YP(5x3x7)-(5x4x5)-(4x5x7T) 
—(3x3x4)——32 
2.030.000 3. 5 
1.790.000 4 5 
2.500.000 7 4 
Pa — 17.520.000 «45 500 
4 3 5 —32 
3 4 5 
5 7 4 
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2.030.000 5 


1.790.000 
5 2.500.000 4 
2 —. 18960000 so s9 
43 5 —5 
3 4 5 


5 7 4 


3 2.030.000 

4 1.790.000 

7 2.500.000| 3.740.000 
5 — —19 


SA 


— 116.875 


"A3 
3 4 5 
5 7 4 

Oleh karena itu, biaya sewa hotel tiap malam adalah Rp547.500,00, biaya 
transportasi adalah Rp592.500,00, dan biaya makan adalah Rp116.875,00 


Cobalah kamu selesaikan masalah tersebut dengan cara menentukan invers 
matriks. Mintalah bimbingan dari gurumu. 


d. Metode Kofaktor 

Terlebih dahulu kamu memahami tentang minor suatu matriks. Minor suatu 
matriks A dilambangkan dengan M, adalah determinan matriks bagian dari A yang 
diperoleh dengan cara menghilangkan elemen-elemen pada baris ke-i dan kolom 
ke-j. 

Jika A adalah sebuah matriks bujur sangkar berordo n Xx n, maka minor elemen 
a, yang dinotasikan dengan M,, didefinisikan sebagai determinan dari sub matriks A 
berordo (n-1) x (n-1) setelah baris ke-i dan kolom ke-j dihilangkan. 

Ari Ar, 
Misalkan matriks A-— la, a,, da, 


Az, Az, 


minor elemen a, adalah |a,, a,, a,, 


P Ogy  Ap3 
sehingga M 


Mag, Aza 
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M , M,,, dan M,, merupakan submatriks hasil ekspansi baris ke-1 dari matriks 


A. Matriks kofaktor matriks A dilambangkan 


tj ii ayla, @ 
Cc, -(-1)" M, dan c,, — (1) detM,,) —( 1)" 22. Ang 
Az, z3 
4 5 
Ci (1) 7 1 -—19 
35 3 4 
— Ah 1-2 —13 — —1 1--3 — 
Ci2 ( ) 5 1 C3 ( ) 5 7 
3:5 
Cc, — —1 2- - 23 
21 ( ) 7 ! 
4 5 4 
Cp 5 (1 s ! 5-9 C3 5 (1) & ' — —13 
3.5 
Cc, — (1 3-1 2g 
203 
45 AA 
Cc —(—p? -- c — (—pH - 
» 5(-1) 3 5 3 5 (—1) 3 4 
Dari masalah di atas diperoleh matriks kofaktor A, dengan menggunakan rumus : 
4 App Ang (App Org d Ary. Ag 
A37 Az Az Azg Ay Ang 
C(A)-|— ang Oa 4 Opa Ag 0. Ar Ag 
Az A33 Ag A33 Ay, A53 
4 An Ang |ar App 4 ay, 4, 
Tni AA Az, A37 Apr App 
—19, 438 1 
—| 23— —9 —13 
“5 —5 7 


Matriks adjoin dari matriks A adalah transpose dari kofaktor-kofaktor matriks 
tersebut, dilambangkan dengan adj(A) — (C,' yaitu: 


15 


Ci "Cia? “Cia —19 23 —5 
AdjtA) — lc, Cc» Cc3| S|13 —9 —5 
Can ian LES 1 —13 7 
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Dari masalah 2.10 di atas, diperoleh inver matriks A. Dengan rumus : 


1 5 
AT — adj(A) 
detA 
19 3 5 
(Ho 3 — - : p 
Sehingga: 4! —' gdj(a) -—| 13 9 —5|-|- 
detA —321 3 51 132 Ae» 
, 2 W- 
PN 92” 32 


Berdiskusilah dengan temanmu satu kelompok, coba tunjukkan bahwa AA! - A'A - I, 
dengan I adalah matriks identitas 3 x 3. 


4 3 Six 2.030.000 


Bentuk matriks permasalahan 2.10 adalah 3 4 SIry| 511.790.000 
5 T 4jlz) 12.500.000 
Bentuk ini dapat kita nyatakan dalam bentuk persamaan AX - B. Untuk memperoleh 
matriks X yang elemen-elemennya menyatakan biaya sewa hotel, biaya transportasi 
dan biaya makan, kita kalikan matriks A“' ke ruas kiri dan ruas kanan persamaan AX 
— B, sehingga diperoleh 
19 —23 5 


—13 32 32 2.030.000 
TAN p— aa NGA x11.790.000 


2.500.000 
—1 13 —7 


32 32 32 


547.500 
X —/|592.500 
116.875 


Hasil yang diperoleh dengan menerapkan cara determinan dan cara invers, diperoleh 
hasil yang sama, yaitu, biaya sewa hotel tiap malam adalah Rp547.500,00: biaya 
transportasi adalah Rp592.500,00, dan biaya makan adalah Rp116.875,00. 


Berdasarkan langkah-langkah pemecahan masalah di atas, dapat disimpulkan 
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PL 


Misalkan matriks A berordon x n dengan n € N. Jika det(A) # 0, A'' — ! 
(Ajdan AA" - A'A - I, Iadalah matriks identitas perkalian matriks — IKA) 


adj 


e. Sifat-Sifat Invers Matriks 


Misalkan matriks A — f 3 


det(A) 5 2-2) — 1(-3) —-1 
Sa A2 3) f2 
: — det(A) uu -C 1 Ih 3 


Ia 1 AN 2 3 PAS 
“ea “la MN 


Perhatikan uraian di atas diperoleh bahwa (A')' — A 
Coba buktikan sifat berikut setelah kamu mempelajari invers matriks 


| PL 


Pp Isitat27 


He matriks Adan B berordo m x mdengan m « N. Jika det (A) —|A| dan 
det (A")-Ja'Imaka|4| — 1/al 


BNI 


Misalkan matriks A dan B berordo m x m dengan m & N. det(A) £ 0, Jika A' 
adalah invers matriks A, maka (A?)! - A. 


Perhatikan pertanyaan, apakah (AB)' - B' x A'' 
—2 3 

dan B- 
2 —1 | 


2 
Misalkan matriks A- | 


det (A) — 2(-2) — 1(-3)— -1 
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Bd 1/23 
Pb 5 1 | 
Je 
13) 

Man 


fps —$ —3 
: na Tata Ah KA 


0 —1 
Se 2 
3 3 
2 —3| (2 3 
AxXB— Xx 
1 —2|) 1-1 0 
—1 6 
AxXB— 
ni 
Dengan demikian dipereloh det(AB) --3—0--3 
| Maa da1 “0-1 : 
Selanjutnya, “GetAB) J “310 — 0 . 
—1-2 
AB) — 
(AB) o s 
3 
NUN 0 ' 2 3 . —1 2 
Te Da 
3 3 3 


Dari perhitungan di atas diperoleh (AB)' — B!A-. 


“ Misalkan matriks A dan Bberordon x ndengan n & N. det(A) # 0 dan det(B) # 0, 
Jika A'" dan B" adalah invers matriks A, dan B maka (AB)! - B' A-. 


« Coba kamu diskusikan dengan temanmu satu kelompok, apakah (AB)' — 
A'B. Jika tidak, beri alasannya!. 
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Uji Kompetensi 2.2 


1. Misalkan A sebarang matriks persegi. Jika pertukaran elemen-elemen sebarang 
dua baris atau dua kolom dari matriks A, maka buktikan bahwa nilai determinannya 


berubah tanda. 


2. Misalkan A sebarang matriks persegi. Buktikan bahwa jika semua unsur dalam 
suatu baris (atau kolom) matriks A dikalikan dengan sebuah bilangan k£ R, maka 


determinannya juga dikalikan dengan bilangan itu. 


3. Jika B matriks persegi dengan det (B) x 0, tunjukkan bahwa BP 


4. Selidiki bahwa det (K”-(det K )', untuk matriks, 


—2 
a) A- 1 4 dengan n— 2 
2 —21 3 
b A-|11 2 4|dengann-6 
5 —3 6 
a b c 
5. Diketahui Id e fl —-8, tentukanlah: 
g i 
d e f 
a) Ig hi 
ab c 
3a 3b. 3c 
b) —-d —e -f!! 
4g 4h  4i 


6. Tentukanlah nilai z yang memenuhi persamaan berikut! 


ai LO 3 
: 2 mbl 
3 1—z 
1 3 45 
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7. Selidiki bahwa det (C 4 D)-det C4 det D ! untuk setiap matrik Cdan D merupakan 
matriks persegi. i. 


8. Diberikan matriks M adalah matriks berordo 2 x 2, dengan |M| £ 0. Tentukan 
hubungan |M| dengan det (M'). Coba kamu generalisasikan untuk matriks M 
berordo n xn! 


9. Tentukanlah nilai z yang memenuhi persamaan berikut ini! 


i 10 -3 
: —2 1 —6 
3 I-—z 
1 3 z—5 


10. Jika semua elemen baris ke-1 suatu matriks persegi adalah nol. Tentukanlah 
determinan matriks tersebut! 


11. Diketahui matriks R adalah matriks berordo n xX n dengan semua elemen 
kolom ke-1 adalah nol. Tentukanlah determinan matriks tersebut. Berikan juga 
contohnya! 


12. Periksalah kebenaran setiap pernyataan berikut ini. Berikanlah contoh penyangkal 
untuk setiap pernyataan yang tidak berlaku! 
a) det(24A)—2.det(A) 
b) JA HP 
c) det (IHA)-1--det (A) 

13. Misalkan matriks-matriks P dan 9 adalah matriks berordo n Xx n, dengan PO £ 
OP. Apakah det(PO) — det(OP)? Jelaskan! 


14. Masalah Nutrisi 

Winarno . bermaksud mengikuti ujian saringan masuk perwira. Setelah 
berkonsultasi dengan seorang perwira dan memperoleh saran mengenai pola 
makan yang hendak dikonsunssi lebih baik dimasak sendiri. Pengalaman perwira 
tersebut menyarankan untuk mencampurkan dua sumber zat gizi dalam jumlah 
yang berbeda untuk menghasilkan tiga jenis biskuit. Jumlah (dalam satuan 
gram) kalsium, protein, dan karbohidrat dalam setiap sumber gizi ditunjukkan 
oleh matriks G, dan jumlah (dalam satuan gram) setiap sumber zat gizi yang 
dikonsumsi dalam setiap biskuit ditunjukkan oleh matriks J. 


Matematika 85 | 


15. 


16. 


| 36 | Kelas XI SMA/MA/SMK/MAK 


Sumber 1 Sumber II 


Biskuita Biskuitb Biskuit c 


12 16| kalsium 
| 24 18 e sumber I 


4-|32 24| protein J- 


| 32 16 
20 8 Ikarbohidrat 


sumber II 


a)  Tentukanlah jumlah kalsium dalam biskuit B! 
b) Hitunglah G.J dan jelaskan arti setiap elemen matriks tersebut! 


Masalah alokasi sumber daya. 

Agen perjalanan menawarkan paket perjalanan ke Bali. Paket I terdiri 4 malam 
menginap, 3 tempat wisata dan 5 kali makan. Paket II dengan 3 malam menginap, 
4 tempat wisata dan 7 kali makan. Paket III dengan 5 malam menginap, 4 tempat 
wisata dan tidak ada makan. Sewa hotel Rp400.000,00 per malam, tranprotasi 
ke tiap tempat wisata Rp80.000,00, dan makan di restoran yang ditunjuk 
Rp90.000,00. 

Nyatakan matriks harga sewa hotel, tranportasi dan makan. 

Nyatakan matriks paket yang ditawarkan. 

Dengan menggunakan perkalian matriks, tentukan matriks biaya untuk tiap 
paket. 

Paket mana yang menawarkan biaya termurah? 


Masalah Persediaan Toko Cat. 

Sebuah toko penjual cat eceran memiliki persedian tiga jenis cat eksterior yaitu 
regular, deluxe, dan commercial. Cat-cat tersebut tersedia dalam empat pilihan 
warna yaitu, biru, hitam, kuning, dan coklat. Banyak penjualan cat (dalam gallon) 
selama satu minggu dicatat dalam matriks R, sedangkan inventaris toko pada 
awal minggu dalam matriks S berikut ini. 


Biru Hitam Kuning Cokelat 
5 2 4 1| Regular 
R-|3 IL 8 61 Deluxe 
6 3 5 7 (Commercial 
Biru Hitam Kuning Cokelat 
3 1 2 01 Regular 
R-|1 0 2 4| Deluxe 
3 1 5 2 (Commercial 
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a) Tentukan inventaris toko pada akhir minggu 


b) Jika toko tersebut menerima kiriman stok baru yang dicatat dalam matriks T. 
Tentukan inventaris toko yang baru. 


17. Dengan menggunakan matriks persegi, tunjukkan bahwa (B' )' —- B dan 
IB' 9-18" 3! 
18. Tentukanlah determinan dari matriks 
n (4-1) (n4-2) 
M5 m4 K4» K4! 
(42) (43 (144) 


19. Diberikan suatu sistem persamaan linier dua variabel 
xty—3 
2x—y—0 
20. Tentukanlah nilai x dan y yang memenuhi sistem tersebut dengan menggunakan 
konsep matriks. 


»$ PENUTUP 


Setelah telah selesai membahas materi matriks di atas, ada beberapa hal penting 
sebagai kesimpulan yang dijadikan pengangan dalam mendalami dan membahas ma- 
teri lebih lanjut, antara lain: 


1. Penjumlahan sebarang matriks dengan matriks identitas penjumlahan hasilnya 
matriks itu sendiri. Matriks identitas penjumlahan adalah matriks nol. 


2. Dalam operasi penjumlahan dua matriks berlaku sifat komutatif dan 
assosiatif, misal jika A dan B adalah matriks, maka 


A4A#A-4---4#A—kKA 

A4B2BHA 

A#I 514 A, dengan / adalah matriks identitas penjumlahan matriks 
At (B40)- A4B)4C 


na 


3. Hasil kali sebuah matriks dengan suatu skalar atau suatu bilangan real k akan 
menghasilkan sebuah matriks baru yang berordo sama dan memiliki elemen-ele- 
men k kali elemen-elemen matriks semula. 
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Dua matriks hanya dapat dikalikan apabila banyaknya kolom matriks yang dikali 
sama dengan banyaknya baris matriks pengalinya. 


Matriks A dan B dapat dikalikan apabila banyak kolom matriks A sama dengan 
banyak baris matriks B. Hasil kali matriks A dan B menghasilkan matriks C yang 
elemen-elemennya merupakan hasil kali elemen baris matriks A dan elemen ko- 
lom matriks B, ditulis A, ya B, «5 C, : 


r r' 


Hasil perkalian matriks A dengan matriks identitas, hasilnya adalah matriks A. 


Perkalian dua atau lebih matriks, tidak memenuhi sifat komutatif. Tetapi perka- 
lian matriks memenuhi sifat asosiatif. 


Matriks yang memiliki invers adalah matriks persegi dengan nilai determi- 
nannya tidak nol (0). 


Kelas XI SMA/MA/SMK/MAK Semester 1 


Bab 


FUNGSI KOMPOSISI 
DAN FUNGSI INVERS 


A. KOMPETENSI DASAR DAN PENGALAMAN BELAJAR 


Kompetensi Dasar 


Mendeskripsikan konsep fungsi dan 
menerapkan operasi aljabar (penjumlahan, 
pengurangan, perkalian, dan pembagian) pada 
fungsi. 

Menganalisis konsep dan sifat suatu fungsi 
dan melakukan manipulasi aljabar dalam 
menentukan invers fungsi dan fungsi invers. 
Mendeskripsikan dan menganalisis sifat suatu 
fungsi sebagai hasil operasi dua atau lebih 


Pengalaman Belajar 


Melalui pembelajaran materi fungsi komposisi dan 
fungsi invers, siswa memperoleh pengalaman 
belajar: 

Menjelaskan karakteristik masalah autentik 
yang penyelesaiannya terkait dengan fungsi 
komposisi dan fungsi invers. 


Merancang model matematika dari 
permasalahan autentik yang merupakan fungsi 
komposisi dan fungsi invers. 


fungsi yang lain. « Menyelesaikan model matematika untuk 
Mendeskripsikan konsep komposisi fungsi memperoleh solusi permasalahan yang 
dengan menggunakan konteks sehari-hari dan diberikan. 

menerapkannya. »  Menginterpretasikan hasil penyelesaian 


Mengolah data masalah nyata dengan 
menerapkan aturan operasi dua fungsi atau 
lebih dan menafsirkan nilai variabel yang 
digunakan.untuk memecahkan masalah. 
Memilih strategi yang efektif dan menyajikan 
model matematika dalam memecahkan masalah 
Nyata terkait fungsi invers dan invers fungsi. 
Merancangdan mengajukan masalah 
dunia nyata yang berkaitan dengan 
Komposisi fungsi dan menerapkan berbagai 
aturan dalam menyelesaikannya. 


Istilah Penting 


masalah yang diberikan. 

Menuliskan konsep fungsi komposisi 
fungsi invers berdasarkan ciri-ciri 
ditemukan dengan bahasanya sendiri. 


dan 
yang 


« Fungsi 
« Fungsi komposisi 


« Fungsi invers 


N 
J 
J 
N 


31 PETA KONSEP 
Masalah 


Penjumlahan 
Pengurangan 


Operasi Pada 
Fungsi F 
Perkalian 


Pembagian 


Fungsi 
Komposisi 
Domain Fungsi 
Komposisi 


Range Fungsi 
Komposisi 


i Domain Fungsi 
Invers 
i Range Fungsi 
Invers 
Sifat Komposisi Sifat Fungsi 
Fungsi Invers 
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#3 MATERI PEMBELAJARAN 


Pada Bab 5 kelas X, kita telah mempelajari konsep relasi dan fungsi. Konsep 
tersebut merupakan materi prasyarat dalam mempelajari materi pada bab ini. Kita 
mempelajari dan menemukan konsep fungsi komposisi dan fungsi invers dengan 
melakukan pengamatan dan pemahaman pada beberapa masalah dan contoh. Pertama 
sekali, mari kita memahami operasi aljabar pada fungsi. 


1. Operasi Aljabar Pada Fungsi 


Pada subbab ini, kita akan mempelajari operasi aljabar (penjumlahan, pengurangan, 
perkalian dan pembagian pada fungsi). Perhatikan masalah berikut. 


Masalah-3. 1 


Seorang photografer dapat menghasilkan gambar yang bagus melalui dua 
tahap, yaitu, tahap pemotretan dan tahap editing. Biaya yang diperlukan pada 
tahap pemotretan (8) adalah Rp500,- per gambar, mengikuti fungsi: 8/9) - 

500g - 2500 dan biaya pada tahap editing (B,) adalah Rp100,- per gambar, 


mengikuti fungsi: B,(g) - 100g 4 500, dengan g adalah banyak gambar yang 

dihasilkan. 

a) Berapakah total biaya yang diperlukan untuk menghasilkan 10 gambar 
dengan kualitas yang bagus? 

b) Tentukanlah selisih antara biaya pada tahap pemotretan dengan biaya pada 
tahap editing untuk 5 gambar. 


Alternatif Penyelesaian 
Fungsi biaya pemotretan: B (g) - 500g # 2.500 
Fungsi biaya editing: Bg) —- 100g # 500 

a) Untuk menghasilkan gambar yang bagus, harus dilalui 2 tahap proses yaitu 
pemotretan dan editing, sehingga fungsi biaya yang dihasilkan adalah: 


B9) # Bg) 5 (500g 4 2.500) 4 (100g # 500) 
- 600g 4 3.000 
Total biaya untuk menghasilkan 10 gambar (g — 10) adalah: 
Bg) # B9) - 600g 4 3.000 
B0) # BA10) — (600 x 10) - 3.000 
- 9.000 


Jadi total biaya yang diperlukan untuk menghasilkan 10 gambar dengan kualitas 
yang bagus adalah Rp9.000,- 
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b) Selisih biaya tahap pemotretan dengan tahap editing adalah: 
B (9) — Bg) - (500g # 2.500) — (100g 4 500) 
- 400g 4 2.000 
Selisih biaya pemotretan dengan biaya editing untuk 5 gambar (g- 5) adalah: 
B (9) — Bg) - 400g 4 2.000 
B5) — B/S) - (400 x 5) 4 2.000 
- 4.000 


Jadi selisih biaya yang diperlukan untuk menghasilkan 5 gambar dengan kualitas 
yang bagus adalah Rp4000,- 


Perhatikan jumlah biaya pada bagian (a) dan selisih biaya pada bagian (b). 

B (9) 5 500g 4 2500 sehingga B (5) — 5.000 dan B (10) — 7.500. 

B(g) 5 100g 4 500 sehingga B.(5) — 1.000 dan B.(10) — 1.500 

B (9) 5B (9) #B,(g) — 600g 4 3000 sehingga B, (10) — 9.000 dan B (10) # B,(10) 
2 7.500 4 1.500 - 9.000 

Demikian juga, 

B, (8) -5B (9)-—B,(g) — 400g # 2000 sehingga B, (5) - 4.000 dan B (5) — B5) 
- 5.000 — 1.000 — 4.000. 


Jika f suatu fungsi dengan daerah asal D, dan g suatu fungsi dengan daerah 
asal D,, maka pada operasi aljabar penjumlahan, pengurangan, perkalian, dan 
pembagian dinyatakan sebagai berikut. 


a) Jumlah f dang ditulis f 4 g didefinisikan sebagai 

(£ 4 9)(x)5 flx)t g(x) dengan daerah asal D,. , — D, ND,. 
b) Selisih f dang ditulis f — g didefinisikan sebagai 

(£—g)(x)- f(x) —g(x)dengan daerah asal D, , — D, ND,. 
c) Perkalian f dan g ditulis f x g didefinisikan sebagai 


(fx g)tx)— f (x)xg (x)dengan daerah asal D,,, — D.ND,. 


d) Pembagian f dan g ditulis» didefinisikan sebagai Ela — ag 
8 


dengan daerah asal D, — D, ND, —xla) 501 
g 
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Diketahui fungsi f (x) -x4#3dan g (x) 5x? — 9. Tentukanlah fungsi-fungsi berikut 
dan tentukan pula daerah asalnya! 


a) (f #2) (x) 7x9) 


(x) 


b 49 9 £ 


Alternatif Penyelesaian 


Daerah asal fungsi f(x) — x # 3 adalah D, — Taja 2 RI dan daerah asal fungsi g(x) — 
x— 9 adalah D, — (ala ER| 


29 UV ta))-flx)telx) 
—(x43)-(x? —9) 
Xx tx—6 
Daerah asal fungsi (f 4 9)(x) adalah: 
Da 2D, 
- (ilxeRhnfalxe) 
— Sada - RI 
D (f-)) FM) 
& (243) -. (3? —9) 
——y 4x12 
Daerah asal fungsi (f— g)(x) adalah: 
DD, 
— fxalxeR)nfalxeR) 
— Lala c R| 
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c) Fx g)tx) — tx) x gtu) 
25 (443)x 4-9) 
5x4 3x2—9x—27 
Daerah asal fungsi (f x g)(x) adalah 
Da DD 
— fxlreRhnlalxe) 
— Tanlae c RI 


x4#3 
“P9 
2. x#3 
LK) 


1 
— XZE 3, x23 
3 


D, — D, ND, dan g(x) #0 
8 
— falxeR)nfxlx e Rhdan xx 920 
— fxlxe R)|dan(x 43)(x—3)-20 
— fxlxe R)dan X2 —3,Xx 23 


—falxeR, x2 3x 3l 


Latihan 
Diketahui fungsi f(x) -x? —4 dan g(x) — »/x—2 . Tentukanlah fungsi-fungsi berikut 
dan tentukan pula daerah asalnya! 

9 #ta)x) 0 (Fxe)ta) 


I 
sg (x) 


DA “@ | 
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2. Menemukan Konsep Fungsi Komposisi 

Setelah kita memahami operasi aljabar pada fungsi, maka pada subbab ini, kita 
akan membicarakan fungsi komposisi dari suatu fungsi. Untuk mendapatkan 
konsep fungsi komposisi, kamu pahami dan pelajarilah beberapa masalah kasus dan 


contoh-contoh berikut. 


Masalah-3.2 


Suatu bank di Amerika menawarkan harga tukar Dollar Amerika (USD) ke 
Ringgit Malaysia (MYR), yaitu, 1 USD -— 3,28 MYR, dengan biaya penukaran 
sebesar 2 USD untuk setiap transaksi penukaran. Kemudian salah satu 
bank di Malaysia menawarkan harga tukar ringgit Malaysia (MYR) ke Rupiah 


Indonesia (IDR), yaitu, 1 MYR - Rp3.169,54, dengan biaya penukaran 
sebesar 3 MYR untuk setiap transaksi penukaran. 

Seorang turis asal Amerika ingin bertamasya ke Malaysia kemudian 
melanjutkannya ke Indonesia dengan membawa uang sebesar 2.000 USD. 
Berapa IDR akan diterima turis tersebut jika pertama dia menukarkan semua 
uangnya ke mata uang Ringgit Malaysia di Amerika dan kemudian menukarnya 
ke Rupiah Indonesia di Malaysia? 


Alternatif Penyelesaian 

Masalah ini dapat diselesaikan dua tahap penukaran. 

Langkah 1: 

Uang sebesar 2.000 USD akan ditukar ke Ringgit Malaysia di Amerika dengan 
biaya penukaran sebesar 2 USD, maka jumlah uang yang diterima turis tersebut 
adalah: 


(2.000 — 2) x 3,28 MYR - 1.998 x 3,28 MYR - 6.553,44 MYR 


Langkah 2: 

Uang sebesar 6.553,44 MYR akan ditukar ke mata uang Rupiah Indonesia, dan 
perlu di ingat bahwa biaya penukaran sebesar 3 MYR. Uang yang diterima turis 
tersebut adalah: 

(6.553,44 — 3) x 3.169,54 — 6.550,44 x 3.169,54 — 20.761.881,60 IDR 

Turis tersebut menerima uang rupiah Indonesia sebesar 20.761.881,60 IDR. 
Perhitungan kedua transaksi di atas dapat kita buat model matematikanya ke 
dalam dua fungsi sebagai berikut. 
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Misalkan : 

( — jumlah uang dalam USD 

x 5 jumlah uang dalam MYR 

y 5 jumlah uang dalam IDR 

Transaksi penukaran pertama dapat kita tuliskan dengan 

xXx 53,28 (1-2) 

xXx 53,28 t— 6,56 

karena x merupakan sebuah fungsi t, maka dapat ditulis: 

KAV 532850190: adi inen na AR Sana ARENA NN anne (A) 


Untuk transaksi penukaran kedua dapat ditulis sebagai berikut. 
y53.169,54 (x— 3) 
y 5 3.169,54 x — 9.508,62 


karena y fungsi dari x, maka dapat ditulis 
Y Ol 23 NA IA na en ena Gimana aa dan asa 2) 


Dengan mensubstitusi persamaan 1 ke persamaan 2 kita peroleh: 
y x) - yx(9), misal f (1) — Y(x(1)), maka 
JO 5yx) 
- 3.169,54 (3,28 t— 6,56) — 9.508,62 
- 10.396,09 1 — 20792.18 — 9.508,62 
JW 5 10.396,09 4 — 30.300,80 


Fungsi f4) — y(x(2)) ini merupakan fungsi komposisi x dan y dalam t yang dilambangkan 
dengan (y » x)(4) dan didefinisikan dengan (» » x)@) — yx(9)). 


Maka fungsi komposisi x dan y pada masalah di atas adalah 
Men 0 10350 AOA ee m entar aa aaan ama kaka aa ena 


Semester 1 
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Dengan menggunakan fungsi komposisi (y » x)(f) seperti pada persamaan 3, maka 
dapat kita hitung jumlah uang turis tersebut dalam mata uang rupiah Indonesia untuk 
t— 2000 USD seperti berikut. 


Wx)/4) 5 10.396,09 t — 30.300,80 

5 10.396,09 x (2.000) — 30.300,80 

- 20.792.180 — 30.300,80 

- 20.761.881,60 
Jumlah uang turis tersebut dalam rupiah adalah Rp20.761.881,60 Perhatikan bahwa 
hasilnya sama dengan langkah pertama yang kita lakukan. 


Agar kamu lebih memahami fungsi komposisi, perhatikanlah masalah berikut. 


Masalah-3.3 


Suatu pabrik kertas berbahan dasar kayu memproduksi kertas melalui dua 
tahap. Tahap pertama dengan menggunakan mesin I yang menghasilkan bahan 
kertas setengah jadi, dan tahap kedua dengan menggunakan mesin II yang 
menghasilkan kertas. Dalam produksinya mesin I menghasilkan bahan setengah 
jadi dengan mengikuti fungsi fx) - 0,9x — 1 dan mesin Il mengikuti fungsi 
gx) - 0,02x? — 2,5x, dengan x merupakan banyak bahan dasar kayu dalam 
satuan ton. Jika bahan dasar kayu yang tersedia untuk suatu produksi sebesar 
200 ton, berapakah kertas yang dihasilkan? (kertas dalam satuan ton). 


Alternatif Penyelesaian 
Tahap-tahap produksi pabrik kertas tersebut dapat kita gambarkan sebagai berikut. 


» Kayu Produksi Produksi Produksi 
si (x) Tahap I Tahap II Tahap II 


(x) 53x -—1 (2) 2x45 
(gx) 


Gambar 3.1. Tahapan Produksi Pabrik Kertas 
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Dari Gambar 3.1. di atas, terlihat jelas bahwa tahap produksi kertas terdiri atas dua 
tahap. Hasil produksi setiap tahap kita hitung sebagai berikut 


Hasil produksi tahap I 
Rumus fungsi pada produksi tahap I adalah: ftx) — 0,9x — 1 
Untuk x — 200, diperoleh: 
fx) 2-0,9x—1 
5 0,9(200) — 1 
- 179 
Maka hasil produksi tahap I adalah 179 ton bahan kertas setengah jadi. 
Hasil produksi tahap II 
Rumus fungsi pada produksi tahap II adalah: g(x) — 0,02x? — 2,5x 


Karena hasil produksi pada tahap I akan dilanjutkan pada produksi tahap Il, maka 
hasil produksi tahap I menjadi bahan dasar produksi tahap II, sehingga diperoleh: 


gx) — 0,02x? -—2,5x 
- 0,02(200)? — 2,5(200) 
- 640,82 — 447,5 
2 193,32 
Dengan demikian hasil produksi tahap II adalah 193,32 ton bahan jadi kertas. 


Hasil produksi yang dihasilkan pabrik kertas tersebut jika bahan dasar kayunya 
sebanyak 200 ton adalah 193,32 ton bahan jadi kertas. 


Masalah 3.3 di atas dapat kita selesaikan dengan menggunakan cara yang berbeda 


sebagai berikut. 

Diketahui fungsi-fungsi produksi berikut. 

Se) SEN kena BA ana Ba ana Tuban Kn eas enaaal (2) 
pon 20 ae Rn ne nn  n  n (2) 


dengan mensubstitusikan pers. 1 ke persamaan 2, kita peroleh fungsi 
2f)). 5 0,0210,9x — 1)” — 2,5(0,9x — 1) 
- 0,02(0,81x? — 1,8x41) — 2,5(0,9x — 1) 
- 0,0162 x? — 0,036x # 0,02 — 2,25x 4 2,5 
- 0,0162 x? — 2,286x 4 2,52 
Kita peroleh fungsi g(fx)) — 0,0162 x2 — 2,286xX # 2,52. ...oooooco.oooo.ooooW (3) 
Jika disubstitusikan nilai x — 200 ke persamaan 3, kita peroleh: 
2 F0) — 0,0162 x? — 2,286x 4 2,52 
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- 0,0162 (200)? — 2,286(200) 4 2,52 
5 648 —457,2 42,52 
- 193,32 

Terlihat bahwa hasil produksi sebesar 193,32 ton. Nilai ini sama hasilnya dengan 
hasil produksi dengan menggunakan perhitungan cara pertama di atas. 

Nilai g(ftx)) merupakan nilai suatu fungsi yang disebut fungsi komposisi f dan g 
dalam x yang dilambangkan dengan g » f. Karena itu nilai g » f di x ditentukan dengan 
(8 P0) - g(f0). 

Perhatikan Gambar 3.2 berikut. 


Gambar 3.2. Fungsi Komposisi 


Berdasarkan Gambar 3.2 di atas dapat dikemukakan beberapa hal berikut. 

1) D,- daerah asal fungsi f. Rz daerah hasil fungsi f, D,- daerah asal fungsi g: R, 
- daerah hasil fungsi g, D,. ,- daerah asal fungsi komposisi g » f, - daerah hasil 
fungsi komposisi g » f 

2) Fungsi f memetakan himpunan A ke himpunan B, ditulis f. A—B. 

Setiap unsur x € D,dipetakanke y € R, dengan fungsi y - f(x). Perhatikan Gambar 
3.2(a). 

3) Fungsi g memetakan himpunan B ke himpunan C, ditulis g : B8 — C. 

Setiap unsur y € D, dipetakan ke z & R, dengan fungsi z —- g(y). Perhatikan 
Gambar 3.2(b). 

4) Fungsi h memetakan himpunan A ke himpunan C melalui himpunan B, ditulis: h: 
A—6C. Setiap unsur x € D, dipetakankez & h dengan fungsi z — h(x). Perhatikan 
Gambar 3.2(c). 
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Berdasarkan beberapa hal di atas kita peroleh definisi berikut. 


“ 


PS) Definisi 3.2) 


Jika fdan g fungsi dan R, ND, & 8 , maka terdapat suatu fungsi h dari himpunan 
bagian D, ke himpunan bagian R, yang disebut fungsi komposisi f dan g (ditulis: 
g » f) yang ditentukan dengan 


hp) - (9 M6) - glfx)) 


daerah asal fungsi komposisi fdan g adalah, D,., - (x 2 D,IfW e Da 
dengan 

D,- daerah asal (domain) fungsi f D, - daerah asal (domain) fungsi g: 
R,- daerah hasil (range) fungsi £ R, - daerah hasil (range) fungsi g. 


Pertanyaan kritis! 
Untuk fungsi komposisi fdan g atau g » f. 
1) Apa akibatnya jika R, ND, —0? Mengapa? 
2) Bagaimana hubungan D,,, dengan D? Apakah D,., £ D, ? Mengapa? 


3) Bagaimana hubungan dengan R,? Apakah R,., & R, ? Mengapa? 


Untuk lebih memahami konsep fungsi komposisi, perhatikanlah contoh 
berikut. 


@|Contoh33:2 


Diketahui fungsi f. R—R dengan fx) — 2x # 1 dan fungsi g: R—R dengan 
gx) —x-1. 

1) Apakah fungsi komposisi (g » f(x) dan (f  g)(x) terdefinisi? 

2) . Tentukan fungsi komposisi (g » f')(x) dan (f $)(x)! 


Alternatif Penyelesaian 

JO 2x41: go) 5x2 -1 
D-(x|xeR)-RR— (y|yeRj—R 
D -fx|xeR)-R,R -(y|yeR)-R 
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(1) Untuk menentukan apakah fungsi komposisi (g » f)(x) dan (f » g)(x) terdefinisi, 
diketahui berdasarkan: 


» Jika Re D, # 0 maka (g » f(x) terdefinisi. 
(yl»eRhi n fxlxe R) SRNR-RZ0, karena R, nD, # O maka (g f(x) 
terdefinisi. 

» Jika R, e D, #0 maka (f» 9)(x) terdefinisi. 
(yi»veRj nfxIlxeR)—Rn R-R# 9, karena Rn D, #9 maka (f 9)(x) 
terdefinisi. 


(2) Untuk menentukan apakah fungsi komposisi (g » f)(x) dan (f » g)(x) sebagai 
berikut: 
2 GX -8f0) (2x41) 

5 (2x41) —1 

5 (4x 44x4#1)—1 

5 4x 4 4x 


5 (d0 -Kew) 
5 fe —1) 
52x —1)41 
252x241 
52x —1 

sehingga diperoleh (g » f)(x) — 4x? 44x dan (f »g)(x) —2x? —1. 

Perhatikan kembali Contoh 3.2 di atas! Contoh tersebut diberikan untuk 
menentukan fungsi komposisi jika fungsi-fungsi yang lain telah diketahui. Berikut 
ini diberikan contoh bagaimana menentukan fungsi jika diketahui fungsi komposisi 
dan suatu fungsi yang lain. 


@1Contoh13:3 


Diketahui fungsi komposisi (g 2 f) (x) — 18x? 4 24x # 2 dan fungsi g(x) — 2x” — 6. 
Tentukanlah rumus untuk 

a) fungsi fx) 

b) fungsi komposisi (f » $)(x)! 
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Alternatif Penyelesaian 
Jika diketahui (g f) (x) — 18x? 4 24x #2 dan g(x) — 2x” —6 


a) Menentukan fungsi ftx) 
GP Of) 51812 424x4 2 
S2) —6 5 18x 424x42 
S2fo) 5 18x 4124x4246 
S fo 5 9x 412x44 
S If) 5 49x 412x144 
S Stw) 2 4(3x42) 


Jadi ada dua fungsi f yang mungkin, yaitu, fx) — 3x 4 2 dan f(x) — -3x —2. 


b) Menentukan fungsi komposisi (f » 9)(x) 
GP Oa) 518022 424x412 


FeDx) -f3x) 
- -3g(x)—2, karenaftx) — -3x — 2 
- -3(2x? —6)-2 
--6x 418-—2 
5 -6x2 416 


Jadi, fungsi komposisi (f » 2)(x) — -6x? 4 16 
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3. Sifat-sifat Operasi Fungsi Komposisi 

Lakukanlah pengamatan pada beberapa contoh soal berikut untuk menentukan 
sifat-sifat operasi fungsi komposisi. Dari pengamatan yang kamu lakukan, tariklah 
sebuah kesimpulan terkait sifat operasi fungsi komposisi. 


@|Contoh:3:4 


Diketahui fungsi f£ R—R dengan fx) — 4x # 3 dan fungsi g: R—R dengan 
gx) 5x1. 

a) Tentukanlah rumus fungsi komposisi (g » f(x) dan (f » g)(x) 

b) Selidiki apakah (7)x) 5-(f 3x)! 


Penyelesaian 
a) Menentukan rumus fungsi komposisi (g f(x) dan (f » 9)(x) 
" GX -gtfx) 
-84x43) 
5 (4x43) -1 
5—4x42 
8 YM -fe) 
-fx-—1) 
-54x—1)4#3 
54x—443 
54x —1 
Dengan demikian (gf)(x) 54x #2 dan (f» g)(x) —4x —1. 
b) Selidiki apakah (2 7)(x) - (f » aja)! 
Berdasarkan hasil perhitungan butir (a) di atas diperoleh 
(4 f(x) 54x #2, dan 
(72 26x) 54x —1 
Andaikan (g 7709) - f9) 
4x42 54x —1 
25 
Ternyata hasil yang diperoleh adalah kontradiksi dari pernyataan. 
Jadi, g of #f g 
Berdasarkan Contoh 3.4 di atas, disimpulkan bahwa pada umumnya sifat 
komutatif pada operasi fungsi komposisi tidak berlaku, yaitu, g ef #f» g. 


Matematika 103 | 


@|Contoh:3:5 


Diketahui fungsi f. R—R dengan f(x) —2x— 1 dan fungsi g: R—R dengan g(x) — 
4x45, dan fungsi h: R—R dengan h(x) —2x—3. 
a) Tentukanlah fungsi komposisi (g-(f  h))(&) dan (g »f) » h)(&). 
b) Tentukanlah fungsi komposisi (f(g » h))(x) dan ((f » 8) » h)(x). 
c) Selidiki apakah: 1) (4 (fh)0) - ((gf) » h)(x), dan 
ii) Ye (geh)0) 5 (3) h)tx) 


Alternatif Penyelesaian 


a) Rumus fungsi komposisi (g(f h))(x) dan (g  f) » h)(x) 
1) Misalkan kx) -#hx) 
ktx) -f (hx)) 
-2h(x) —1 
-2(2x-—3)-1 
54x —6-—1 
—4x—T 
ga — (2 Ktx) 
5 g(ktx)) 
54K) 4 5 
5 4(4x —7) 45 
—16x—28 #5 
—16x—23 
Jadi fungsi komposisi (g » (f h))(x) - 16x — 23 


ii) Misalkan tx) — (g  f)(x) 

05) 5470) 45 
—4(2x—1)45 
58x-—445 
5—8x-4#1 

Neh -Uhx) 
- Ithtx)) 
—83(hx)-1 
-—82x-—3)41 
—16x-24-41 
—16x—23 
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Jadi rumus fungsi komposisi ((g » f) h)(x) — 16x — 23. 
b) Rumus fungsi komposisi f s(g  h) dan (f  g) h 
1) Misalkan m(x) - (g» h)(x) 
m(x) -g(hx)) — —4Athx)) #5 
5—4(2x—3)45 
—8x-1245 
-8x—7 
Ye gehx) 5 m)x) 
-fimto)) 
- Ama) —1 
-28x-7)-—1 
—16x-—14-—1 
—16x—15 
Jadi rumus fungsi komposisi (f/ (g» h))(x) - 16x —15 


11) Misalkan n(x) - (f 9)(x) 
n(x) f3) 
-24x45)-—1 
—8x4#10-—1 
58x49 
(Gs Deh)x) - (ne ht») 
-nthtx)) 
— 8(h2) #9 
-8(2x—3)49 
-16x-2449 
—16x—15 
Jadi rumus fungsi komposisi ((f/» 8) h))x) —- 16x — 15 


iii) Dari butir (a) dan butir (b), diperoleh nilai 
1) (0 fh)X&) -16x—23 dan ((gf)  h)(x) — 16x — 23 
1) Go (geh)x) —16x—15 dan (f2 9) h)(x) 5 16x —15 
Berdasarkan nilai-nilai ini disimpulkan bahwa 
) cf -(gef) eh) —16x—23 
mf ghM -YDeh) -10x—15 
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PIA 


C-—Sitat31 ) 


Diketahui f, g, dan h suatu fungsi. Jika R, 9 D, # 9, R, ND, # 9, maka pada 
operasi komposisi fungsi berlaku sifat asosiatif, yaitu: 


rege hn Nagan 


@|Contohj3:6, 


Diketahui fungsi f. R—R dengan ftx) — 5x —7 dan fungsi /: R—R dengan /(x) — x. 
a) Rumus fungsi komposisi f / dan I - f. 
b) Selidikilah apakah fe 1-1 f- f. 


Alternatif Penyelesaian 


a) Rumus fungsi komposisi fe I dan 1 f 
“ha 5) 
-Jx) 
-—5x-7 
“NW 51) 
- If) 
-5x-7 
a) Berdasarkan hasil-hasil pada butir (a) di atas disimpulkan bahwa: f//-Isf-f 
Berdasarkan penyelesaian Contoh 3.6 kita peroleh sifat berikut. 


Diketahui f suatu fungsi dan / merupakan fungsi identitas. Jika RN D, £ 9 maka 


terdapat sebuah fungsi identitas yaitu: / (x) - x, sehingga berlaku sifat identitas, 
yaitu, Fs —Is f- f 


Agar kamu lebih memahami sifat 3.2, selesaikanlah latihan berikut. 
Latihan 


Diketahui fungsi f: R—R dengan flx) — 5x — 7 dan fungsi identitas I: R—R dengan 
I(x) 5 x. Buktikanlah bawah (f2 1) - UP -f. 
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Uji Kompetensi 3.1 


1. 


Suatu pabrik kertas berbahan dasar kayu memproduksi kertas melalui dua tahap. 
Tahap pertama dengan menggunakan mesin I yang menghasilkan bahan kertas 
setengah jadi, dan tahap kedua dengan menggunakan mesin II yang menghasilkan 
bahan kertas. Dalam produksinya mesin I menghasilkan bahan setengah jadi 
dengan mengikuti fungsi f (x) — 0,7x 4 10 dan pada mesin II terdapat bahan 
campuran lain sehingga mengikuti fungsi g (x) — 0,02x? 4 12x, x merupakan 
banyak bahan dasar kayu dalam satuan ton. 


a) Jika bahan dasar kayu yang tersedia untuk suatu produksi sebesar 50 ton, 
berapakah kertas yang dihasilkan? (kertas dalam satuan ton). 


b) Jika bahan setengah jadi untuk kertas yang dihasilkan oleh mesin I sebesar 
110 ton, berapa ton kah kayu yang sudah terpakai? Berapa banyak kertas 
yang dihasilkan? 

23 
Diketahui fungsi fx) - “ x #0 dan g(x) - Vx? —9 . Tentukan 
Xx 

rumus fungsi berikut bila terdefinisi dan tentukan daerah asal dan daerah hasilnya. 

a) (13)@) 

b #-9&) 

0) (Xx) 

8 

Misalkan f fungsi yang memenuhi untuk f 3 #-— f(-x)-—2x 

al 

setiap x £ 0. Tentukanlah nilai f2). 


Diketahui fungsi f: R—R dengan flx) — x' — 4x 4 2 dan fungsi g: R—R dengan 
gx) —3x—7. 


a) (2f)0) c) (27)G) 
b G2) d) (2 2)40) 
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5. Jika flxy) -flx 4 y) dan f7) 5 7. Tentukanlah nilai f(49)! 


6. Diketahui fungsi f dan g dinyatakan dalam pasangan terurut 
FALS), (2,0), (3,-1), (4,8)) 
2512-1), (1,2), 5,3), (6,1) 
Tentukanlah 
a) (g”f )(x) 
b 9x) 


7. Jika f fungsi yang memenuhi persamaan f1) — 4 dan fx#1) — 2 fx). Tentukanlah 
2014)! 
1 
fx) 
9. Untuk pasangan fungsi yang diberikan tentukanlah daerah asal dan daerah hasil 


1 
8. Jika A9 5 dan 42 # 1, buktikanlah bahwa f (—x)-— 


fungsi komposisi (g » f )(x). 
a) f(x) —2x dan g(x) —- sin x 
b) f(x) —--x dan g(x) — In x 


1 
c) flx) —-— dan g(x) —2 sin x 
x 
4G), 
g(x) 
11. Diketahui fungsi f(x) -2”? x 6“ dan g(x) — 12"! untuk x bilangan 


asli. Tentukanlah nilai It) 
g(x 


12. Diketahui (g » P/(x) — 4x? 4 4x dan g(x) — x? — 1. Tentukanlah nilai fx — 2). 


10. Jikaflx) —52“4 2"! — 3 dan g(x) — 2 4 3. Tentukanlah nilai 
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4. Fungsi Invers 


Berikutnya, kita akan mempelajari balikan dari fungsi yang disebut dengan fungsi 
invers. Dengan demikian, mari kita memahami masalah berikut. 


|) Masalah-3.4 | 


Seorang pedagang kain memperoleh keuntungan dari hasil penjualan setiap 
X potong kain sebesar fx) rupiah. Nilai keuntungan yang diperoleh mengikuti 
fungsi fx) - 500x 4 1.000, (dalam ribuan rupiah) x adalah banyak potong kain 
yang terjual. 

Jika dalam suatu hari pedagang tersebut mampu menjual 50 


potong kain, berapa keuntungan yang diperoleh? 

Jika keuntungan yang diharapkan sebesar Rp100.000,00 berapa potong 
kain yang harus terjual? 

Jika A merupakan daerah asal (domain) fungsi fdan B merupakan daerah 
hasil (range) fungsi f, gambarkanlah permasalahan butir (a) dan butir (b) di 
atas. 


Alternatif Penyelesaian 

Keuntungan yang diperoleh mengikuti fungsi fx) — 500x # 1000, untuk setiap x 
potong kain yang terjual. 
a) Penjualan 50 potong kain, berarti x - 50 dan nilai keuntungan yang diperoleh 

adalah: 

S0 500x 4 1.000 

untuk x — 50 berarti X50) — (500 x 50) # 1.000 

5 2.500 4 1.000 
- 3.600 

Jadi keuntungan yang diperoleh dalam penjualan 50 potong kain sebesar 

Rp3.600.000,- 
b) Agar keuntungan yang diperoleh sebesar Rp100.000,-, maka banyak potong kain 

yang harus terjual adalah: 

So) - 500x 4 1.000 

100.000 — 500x 4 1.000 

500x  — 100.000 — 1.000 

500x  — 99.000 

99.000 
x meta 
500 
- 198 
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Jadi banyak potong kain yang harus terjual adalah 198 potong. 


c) Jika A merupakan daerah asal fungsi f dan B8 merupakan daerah hasil fungsi f, 
permasalahan butir (a) dan butir (b) di atas digambarkan seperti berikut. 


f 
A B 
(1) 
1 
| 
ni 
A B 
(“ii) (iv) 


Gambar 3.3. Invers Fungsi 

Berdasarkan Gambar 3.3 di atas, dikemukakan beberapa hal sebagai berikut. 

(a) Gambar 3.3 (1) menunjukkan bahwa fungsi f/ memetakan A ke B, ditulis: f. A—B. 

(b) Gambar 3.3 (ii) menunjukkan bahwa f ' memetakan B ke A, ditulis: f : B—-A. 
f merupakan invers fungsi f. 

(c) Gambar 3.3 (Hii) menunjukkan bahwa untuk nilai x — 50 maka akan dicari nilai 
J0. 

(d) Gambar 3.3 (iv) menunjukkan kebalikan dari Gambar 3.3 (iii) yaitu mencari 
nilai x jika diketahui nilai fx) - 100.000. 
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Untuk lebih memahami konsep invers suatu 
fungsi, perhatikan kembali Gambar 3.4 berikut. 


Berdasarkan Gambar 3.4 di samping, diketahui 
beberapa hal sebagai berikut. Pertama, fungsi f 
memetakan x &€ Akey e B. Ingat kembali pelajaran 
Kelas X tentang menyatakan fungsi ke dalam bentuk 
pasangan berurutan. Jika fungsi f dinyatakan ke 
dalam bentuk pasangan berurutan, maka dapat ditulis 4 
sebagai berikut. A ! B 
fx,» |x ce A dan y e B). Pasangan berurut (x , 

y) merupakan unsur dari fungsi f. 


Kedua, invers fungsi f atau f' memetakan y « Bkex € A. Jika invers fungsi f 
dinyatakan ke dalam pasangan berurutan, maka dapat ditulisf" — ((y,x)|y & B dan 
X e A). Pasangan berurut (y, x) merupakan unsur dari invers fungsi f. 


Berdasarkan uraian-uraian di atas, diberikan definisi invers suatu fungsi sebagai 
berikut. 
& 
Jika fungsi f memetakan A ke B dan dinyatakan dalam pasangan berurutan f - 
(xXx y|Ixe Adan y e Bi, maka. invers fungsi f (dilambangkan f") adalah relasi 
yang memetakan B ke A, dalam pasangan berurutan dinyatakan dengan f' - 
(Wx)1y e Bdanx e Al. 


Untuk lebih memahami konsep invers suatu fungsi, selesaikanlah Masalah 3.5 
berikut. 


fungsi injektif, dan fungsi h: E — F merupakan fungsi surjektif yang digambarkan 
seperti Gambar 3.5 di bawah ini. 


g 


Pa AN aa AS 
A B (& D E F 
i ii iii 


Gambar 3.5. Fungsi f g, dan h 


Matematika 


a) Jika invers fungsi f memetakan B ke A, invers fungsi g memetakan D ke C, dan 
invers fungsi h memetakan F ke £, gambarlah ketiga invers fungsi tersebut! 
b) Dari ketiga invers fungsi tersebut, tentukanlah mana yang merupakan fungsi. 


Alternatif Penyelesaian 
a) Gambar ketiga invers fungsi tersebut ditunjukkan sebagai berikut. 


i 11 111 
b) Berdasarkan Gambar 3.6, disimpulkan sebagai berikut. 
- Gambar 3.6 (1) merupakan fungsi. Mengapa? 
- Gambar 3.6 (ii) bukan fungsi. Mengapa? 
- Gambar 3.6 (iii) bukan fungsi. Mengapa? 


Berdasarkan alternatif penyelesaian pada Masalah 3.5 di atas, dapat disimpulkan 
bahwa invers suatu fungsi belum tentu merupakan fungsi tetapi dapat hanya berupa 
relasi biasa. Invers fungsi g dan h bukan suatu fungsi melainkan hanya relasi biasa. 
Invers suatu fungsi yang merupakan fungsi disebut fungsi invers. Invers fungsi f 
merupakan suatu fungsi invers. 


Berdasarkan uraian di atas, ditemukan sifat berikut. 
| 2 

Suatu fungsi f: A — B dikatakan memiliki fungsi invers f1: B — Ajika dan hanya 
jika fungsi f merupakan fungsi bijektif. 


Perhatikan kembali Sifat 3.3 di atas, pada fungsi bijektif f: A—B, A merupakan 
daerah asal fungsi f dan B merupakan daerah hasil fungsi f. Secara umum, definisi 
fungsi invers diberikan sebagai berikut. 
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“te 


2x) Definisi 3.4 
Jika fungsi £ D-—R, adalah fungsi bijektif, maka invers fungsi fadalah fungsi yang 
didefinisikan sebagai f": R,—D, dengan kata lain f" adalah fungsi dari R, ke D.. 


Perhatikan kembali Definisi 3.4 di atas. Fungsi f. DK adalah fungsi bijektif, jika 
y eR £ merupakan peta dari x e D maka hubungan antara y dengan f(x) didefinisikan 
dengan y —- fx). Jika f ' adalah fungsi invers dari fungsi f, maka untuk setiap 
x e R, adalah peta dari y e D ya: Hubungan antara x dengan f “y) didefinisikan 
dengan rumus x — f1). 


5. Menentukan Rumus Fungsi Invers 


Masalah-3.6 


Salah satu sumber penghasilan yang diperoleh klub sepak bola adalah hasil 
penjualan tiket penonton jika timnya sedang bertanding. Besar dana yang 
diperoleh bergantung padabanyaknya penonton yang menyaksikan pertandingan 
tersebut. Suatu klub memberikan informasi bahwa besar pendapatan yang 
diperoleh klub dari penjualan tiket.penonton mengikuti fungsi fx) - 50.000x - 


20.000, dengan xmerupakan banyak penonton yang menyaksikan pertandingan. 

a) Tentukanlah invers fungsi pendapatan dari tiket penonton klub sepak bola 
tersebut. 

b) Jika dalam suatu pertandingan, klub memperoleh dana hasil penjualan tiket 
penonton sebesar Rp55.570.000,-. Berapa penonton yang menyaksikan 
pertandingan tersebut? 


Alternatif Penyelesaian 
Diketahui bahwa fungsi pendapatan klub sepak bola tersebut adalah fx) — 50.000x 
4 20.000 
a) Invers fungsi pendapatan dari tiket penonton klub sepak bola 
Untuk menentukan rumus fungsi invers f(x) dilakukan sebagai berikut. 
y 5 fx) — 50.000x # 20.000 
y 5 50.000x 4 20.000 
50.000x — y - 20.000 
— y-— 20.000 
—. 50.000 
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— y— 20.000 


Karena x -f (y) maka f“'(y)- -.can 


s1 y — 20.000 1 2 X— 20.000 
——— 1G) — x)-——— 
Karena f “(») 50.000 makaf"@- fx) 50.000 
- : “1 x— 20.000 
Jadi, fungsi invers dari fx) — 50.000x 4 20.000 adalah f Gg oo. atau 


—i 1 
- — 20.000 
Lao . 
b) Jika dana hasil penjualan tiket penonton sebesar Rp 55.570.000, maka banyak 
penonton yang menyaksikan pertandingan tersebut adalah 
. x— 20.000 
fW “50.000 
(5.000.000) — 55.570.000 — 20.000 
Ns 50.000 
. 55.570.000 — 20.000 


50.000 
—1111 


Jadi, penonton yang menyaksikan pertandingan itu sebanyak 1111 orang. 


Berdasarkan alternatif penyelesaian Masalah 3.6 di atas, diperoleh sifat sebagai 
berikut. 


Misalkan f " adalah fungsi invers fungsi f. Untuk setiap xe D,dan ye R, berlaku 
y- fx) jika dan hanya jika f“(y)- x. 


@lContoh3:7, 


Diketahui fungsi f. R—R dengan flx) — 5x #7. Tentukanlah fungsi inversnya!. 
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Alternatif Penyelesaian 


Karena y — fx), maka y — 5x #7 


5x5y-7 
x—1 
x-5 
: 7 
Karena x - f9), maka f7) - 
Karena f (y) - hi .makaf 0) an 3 
1 
Mn pai 
H-7 


1 
Jadi fungsi invers fx) — 5x #7 adalah f(x) — 3-7) / 


@|Contohj3:8 


Diketahui fungsi f. R—R dengan flx) — 3x — 1. Tentukanlah fungsi inversnya!. 


Alternatif Penyelesaian 
Karena y — fx), maka y — 3x — 1 


y53x—1 
3x— y--1 
PB 
: 4-1 
Karena f Wp) 5 x, maka f“(»)- 5 
: 41 aa PA 
Karena f (9) B5. maka f (x) — 35 
5 xH- 
Jadi fungsi invers fx) — 3x — L adalah f NI A 
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@|Contoh:3:9 


a) Tunjukan rumus fungsi komposisi (ff (2) dan (f1) 0) 
b) Kesimpulan apa yang bisa kamu temukan? 


Alternatif Penyelesaian 
(J) Berdasarkan Contoh 3.7, diketahui bahwa fx) — 5x #7 dan f “(x) 
1 
ai (x-—7).) 
a) Rumus fungsi komposisi (f/ f(x) dan (f' » f)(x) ditentukan sebagai berikut. 
4x) SW) 
255F 0) 417 
-(26-7) 47 
-x-—1471 


5x 


(MERC3) 5f (IM) 


b) Berdasarkan hasil pada butir (a) disimpulkan bahwa nilai (ff &) — 
(NM 5x x) 


(2) Sebagai latihanmu, silahkan buktikan bahwa (ff) - (NW) -—x-I Xx) 
juga berlaku pada Contoh 3.8. 


Berdasarkan penyelesaian Contoh 3.7 dan Contoh 3.8 diperoleh sifat berikut 
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PL 


Misalkan f sebuah fungsi bijektif dengan daerah asal D, dan daerah hasil R, 
sedangkan /(x) - x merupakan fungsi identitas. Fungsi f" merupakan fungsi invers 
dari fungsi fjika dan hanya jika 


(f2 f)(x) 5 x- I (Xx) untuk setiap x « D, dan 


(#12 (xx) — x- I (x) untuk setiap xe R,. 


Sifat 3.5 di atas dapat digunakan untuk mengetahui apakah suatu fungsi merupakan 
fungsi invers dari fungsi f atau tidak. Agar kamu lebih memahami, perhatikan kembali 
Contoh 3.10 berikut. 


@|Contoh!3:10, 


Buktikanlah bahwa ftx) — 10x — 1 dan g(x) — a11 merupakan fungsi yang saling 
invers. 10 


Alternatif Penyelesaian 
Untuk membuktikan bahwa fx) dan g(x) saling invers, cukup menunjukkan fungsi 
komposisi #260)) — 8(f)) - x. 


Bukti. 
W Ko) - f 2 Gi) g(fv)) - (10x —1) 
- 10269) — 1 -UO-YaT 
NO 2 — 10x 
10 10 
-x#1-1 2x 
5 


Karena flg(x)) — g(flx)) — x, maka kedua fungsi saling invers. 
Perhatikan kembali Contoh 3.11 berikut. 


@|Contoh'3-11 


Diketahui fungsi f£. R—R dengan f(x) — x — 1. Tentukanlah (#09)! 
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Alternatif Penyelesaian 


Untuk menentukan rumus (f')x) maka langkah pertama yang dilakukan adalah 
menentukan f “(x) sebagai berikut. 

Diketahui bahwa flx) — x— 1, karena f(x) — y, maka: y-x—l ataux-—y-#1 

Oleh karena x -f (»), makaf! W —y-4#1 sehinggaf (x) —x-41. 

Langkah kedua adalah menentukan fungsi invers dari f ' (x), sebagai berikut. 
Misalkan f (x) — h(x), maka fungsi invers dari h(x) adalah h “(x), yang ditentukan 
seperti berikut. 


Misalkan h “ adalah fungsi invers fungsi h. Untuk setiap x & D, dan y e R, berlaku y 
- h(x) jika dan hanya jika x —- h"WY). 


Karena h(x) -x #1 dan h(x) — y, kita peroleh hubungan y -x4# 1 atau x —y- 1. 
Karena x—h- (y), makah" W)-y- 1 sehinggah ! (»)—x— 1. 
Karenaf' (x) - h(x) danh (x) 5x — 1, maka (f9 W) —x-1. 
Jadi,f 1x) —x—1. 
Perhatikan kembali rumus fungsi (f 7x) yang kita peroleh dengan rumus fungsi fx) 
yang diketahui, dari kedua nilai ini kita peroleh bahwa 


F9 @M-f0-x-1 
Berdasarkan hasil uraian pada Contoh 3.11 di atas, maka diperoleh sifat fungsi invers 
sebagai berikut. 


& 
Jika f sebuah fungsi bijektif dan f merupakan fungsi invers f, maka fungsi invers 
dari f adalah fungsi fitu sendiri, disimbolkan dengan (f1): - f 


@|Contoh:3:12 


Diketahui fungsi f dan g adalah fungsi bijektif yang ditentukan dengan f(x) — 2x 4 5 
dan g(x) — x — 2. Tentukanlah 


a). (ge f(x) dan (f 8) (x) 
b f'«x)dang (Xx) 
c)  (g0f)"(x) dan (f ID)" (x) 


Semester 1 
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d) (1) dan (1021) ) 
e) hubungan antara (g 7)“ (x) dengan (f'g") (») 


f) hubungan antara (f» 9)" (x) dengan (2 f) («&) 


Alternatif Penyelesaian 
a) (gs f)tx) dan (f7 8) (x) 


DW GPNx - 30) 


- f9 -—2 
2 (2x45)-2 
-2x43 
di) (DO -feo) 
- 429) 45 
- 2x-2)45 
-2x41 
b) f'x)dang"(x) 
df 
JO 2x45 


karena flx) — y maka y - 2x 4# 5 


2x5—y—5 
Pa 
9 
4 y—5 
Karenaf' (») —-x maka f ME 
: —5 
sehingga (05 f0) 5353 
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Gi) gx) 
2x) -x—2 


karena gx) - y maka y -x— 2 sehingga x - y# 2 
karena g" (») -x makag' »)-y4#2 
sehingga g' (x) -x 42 
| PN md) 
Hd GN1”x 
(£ PO 2x43 
Misalkan (g » f) (x) - h(x) sehingga h(x) - 2x43 


karena h(x) —y maka y — 2x 4 3 sehingga x — 2 
karena h  (») -x maka h (»)— 3 sehingga h " (x) aa 
karena (g » f)(x) — h(x) maka (ef) Yx) —-h" (») 
sehingga (g f) "x) 
HD (DX 
(D0) - 2x1 
Misalkan (f» g)(x) - klx) sehingga klx) —-2x-4-1 
karena k(x) - ymaka y-2x #1 sehingga x - an 
—1 
karenak" (») -x makak" (») pH sehingga k Nx) — ne 


karena (f g)(x) - k(x) maka (f 2)'(x) -k“(x) 
. #—1 
sehingga (f» g) “x) - — 
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d) (17x) dan FT 2”) 
W 2171) 
Pada butir (b) telah ditemukan bahwa g “ (x) -x 42 dan 


4 253 
WM 


81710 58 
5 F0) 12 


dd) (121) 
(210 SG 


AN Pu 
2 
(x4t2)-—5 
2 
x—3 
2 


e) hubungan antara (g »f) “x) dengan (f2 8 1)(x) 


Hasil perhitungan di atas menunjukkan bahwa rumus fungsi (g » f)' (x) sama 
dengan (f2 8 Ya) atau (2 "MN, 
f) hubungan antara (f» g)"x) dengan (21 f(x) 
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Hasil perhitungan di atas menunjukkan bahwa rumus fungsi (f » g)(x) sama 
dengan (g" 2 f Yo) atau (fo px) - (21 7). 


Berdasarkan Contoh 3.12 di atas dapat kita simpulkan sifat berikut. 


ve 


P-Jsitat3.7 


Jika fdan g fungsi bijektif maka berlaku (gs 9 - (f”597) 


Agar kamu lebih memahami Sifat 3.7, selesaikanlah latihan berikut. 


Latihan 
Fungsi f. R—R dan g: RR ditentukan oleh rumus f(x) — 5x - 4 dan g(x) — 3x. 
Tentukanlah rumus fungsi komposisi (f » 8) (x) dan (27) 1 (&)! 


@|Contoh!3:13 


Tentukanlah invers fungsi flx) berikut. 


a.flx) —2x—4 

b. f0 5x? —4x 42 
2x—1 

MA 


Alternatif Penyelesaian 
a. Menentukan invers flx) — 2x —4 


4 
Misalkan y — 2x — 4 sehingga x — 2 


x 4 


Dengan demikian, f “(x) — 


b. Menentukan invers fx) —x' —4x #2 
Misalkan y — x' — 4x 4 2 sehingga dengan kuadrat sempurna diperoleh: 
5x —4x44—442 Sy (x—2)7 —2 
Syt2-(x-— 2) 


Sx-—255y-H-2 


S—x52-)y-H-2 


sehingga f “x) — 2 


2x —1 
c. Menentukan invers f(x) — Sa 
4x —1 
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2 
Misalkan y — - 


i sehingga dengan proses aljabar, 


2 
SD dx 1) 2x1 

ma 

SD 4xy—y—2x—1 


y- 


SD 4xy—2x—y-—1 
S— x(4y-2)—y-—1 


4y—2 
x—1 


sehingga fx) - —— 
Pe 


Uji Kompetensi 3.2 


. Seorang pedagang kain memperoleh keuntungan dari hasil penjualan setiap 

x potong kain sebesar fx) rupiah. Nilai keuntungan yang diperoleh mengikuti 

fungsi fx) — 100x 4 500, x merupakan banyak potong kain yang terjual. 

a) Jika dalam suatu hari pedagang tersebut mampu menjual 100 potong kain, 
berapa keuntungan yang diperoleh? 

b) Jika keuntungan yang diharapkan sebesar Rp500.000,00 berapa potong kain 
yang harus terjual? 

c) Jika A merupakan himpunan daerah asal (domain) fungsi flx) dan B merupakan 
himpunan daerah hasil (range) fungsi f(x), gambarkanlah permasalahan butir 
(a) dan butir (b) di atas. 


. Tentukanlah fungsi invers dari fungsi-fungsi berikut jika ada. 
9) M0 -2x245 


db a02! 
6 


c) hx) 1x42 


. Diketahui f dan g suatu fungsi dengan rumus fungsi fx) — 3x4 4 dan g(x) — ah 
Buktikanlah bahwa f Xx) — g(x) dan $“(x) - fx). 3 


. Diketahui fungsi f. R—R dengan rumus fungsi f(x) — x? — 4. Tentukanlah daerah 
asal fungsi f agar fungsi f memiliki invers dan tentukan pula rumus fungsi 
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inversnya untuk daerah asal yang memenuhi! 


Untuk mengubah satuan suhu dalam derajat Celcius ("C) ke satuan suhu dalam 
derajat Fahrenheit ("F) ditentukan dengan 


9 
rumus £ — 5 C-432. 


a) Tentukanlah rumus untuk mengubah satuan derajat Fahrenheit (F) ke satuan 
suhu dalam derajat Celcius (“C). 

b) Jika seorang anak memiliki suhu badan 86PF, tentukanlah suhu badan anak itu 
jika diukur menggunakan satuan derajat Celcius! 

3 — 

2 x—1 

Diketahui fungsi f. R—R dan g: R—R dirumuskan dengan fx) - — , untuk x 

£0 dan g(x) —x 4 3. Tentukanlah (g » f)"(09! si 

Diketahui fx) — 3"!. Tentukanlah rumus fungsi f “(x) dan tentukan juga f (81)! 


—1 
Jika f" (x) — ai dan g' (x) — 5 dan, tentukanlah nilai (fs g) Mx)! 


Diketahui fungsi fx) —- 2x41 dan (f 2g) (x4# 1) —-2x?—4x— 1. Tentukanlah g' 
(x) dan g' (-2)! 


10. Fungsi f: R—R dan g: R—R ditentukan oleh rumus flx) - x #2 dan g(x) — 2x. 


11. 


Tentukanlah rumus fungsi komposisi (f2 8)" (x) dan (g 2)" (x)! 


Diketahui f(x) - Vx? 41 dan (f »g)(x) — . - 0 4x45 . 


Fan 
Tentukanlah (f 0 8)" (&). 


12. Diketahui fungsi f (x)— Ag #0 dan f ' adalah invers fungsi f. Jika k adalah 
Xx 
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banyaknya faktor prima dari 210, tentukanlah nilai f (k). 


X2 


“9 Projek 


Rancanglah sebuah permasalahan kehidupan nyata dan selesaikan 
dengan menggunakan konsep fungsi komposisi. Buatlah laporannya dan 
persentasikan di depan kelas. 


Semester 1 


»$ PENUTUP 


Berdasarkan uraian materi pada Bab 3 ini, beberapa kesimpulan yang dapat 


dinyatakan sebagai pengetahuan awal untuk mendalami dan melanjutkan bahasan 


berikutnya. Beberapa kesimpulan disajikan sebagai berikut. 


1. 


» 


(en) 


AR 


mM 


. Diketahui f, g, dan h suatu fungsi. Jika R, D, Z0: O:R 


Jika f suatu fungsi dengan daerah asal D ,dan g suatu fungsi dengan daerah asal D, 

maka pada operasi aljabar penjumlahan, pengurangan, perkalian, dan pembagian 

dinyatakan sebagai berikut. 

(d) Jumlah f dan g ditulis f4 g didefinisikan sebagai (f4 2)(x) -ftx) 4 g(x) dengan 
daerah asal D, , - D,N D,. 

(2) Selisih f dan g “ditulis Jf- g didefinisikan sebagai (f— 8)(x) — flx) — g(x) dengan 
daerah asal D,, -DnD,. 

(3) Perkalian f dan g ditulis 7 x g didefinisikan sebagai (f x g)(x) — fx) x gx) 
dengan daerah asal D 5 D,nD,, 


(4) Pembagian f dan g ditulis 2 didokaNakan sebagi £ |(o)- J 2 dengan 
8 8g S8 X 
daerah asal D', — D. ND, - kal gta) — 0). 


8 


. Jika f dan g fungsi dan BLOD, # 0, maka terdapat suatu fungsi h dari 


himpunan bagian D, ke nfdman basiaa R yang disebut fungsi komposisi f dan 
g (ditulis: g » f) yang ditentukan dengan 
ht) 5 (8 260) - 80) 


. Sifat komutatif pada operasi fungsi komposisi tidak memenuhi, yaitu, 


(4 NA 22). 


AD#O: Re, AD, #4 D: 
RD, F O:, maka pada operasi komposisi fungsi berlaku sifat asosiatif, yaitu, 


pen Deh. 


? —“goh 


. Diketahui f fungsi dan / merupakan fungsi identitas. Jika R, ADF 0 maka 


terdapat sebuah fungsi identitas yaitu: / (x) — x, sehingga semak sifat identitas, 
yaitu,f 0I—I ff. 
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6. Jika fungsi f memetakan A ke B dan dinyatakan dalam pasangan beruru— 
tan f — ((x, y) | xsA dan yeB), maka invers fungsi f (dilambangkan f ") 
memetakan B ke A, dalam pasangan berurutan dinyatakan dengan f' - ((» , x) | 
yeBdanxeA). 

7 Suatu fungsi f: A—B disebut memiliki fungsi invers f ': B—A jika dan hanya jika 


fungsi f merupakan fungsi yang bijektif. 


8 Jika fungsi f. D,—R, adalah fungsi bijektif, maka invers dari fungsi f ada-lah 
fungsi f ' yang didefinisikan sebagai f ': R #D. 


9 Jika f fungsi bijektif dan f ' merupakan fungsi invers f, maka fungsi invers dari 
f5 adalah fungsi f itu sendiri. 


10 Jika f dan g fungsi bijektif maka berlaku (g f) '- (f8). 

Beberapa hal yang telah kita rangkum di atas adalah modal dasar bagi kamu 
dalam belajar fungsi secara lebih mendalam pada jenjang pendidikan yang lebih 
tinggi. Konsep-konsep dasar di atas harus kamu pahami dengan baik karena akan 
membantu dalam pemecahan masalah dalam kehidupan sehari-hari. 
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Bab 


PERSAMAAN 


GARIS LURUS 


A. 


KOMPETENSI DASAR DAN PENGALAMAN BELAJAR 


Kompetensi Dasar 


Mampu mentransformasi diri dalam berpilaku 
jujur, tangguh mengadapi masalah, kritis 
dan disiplin dalam melakukan tugas belajar 
matematika. 

Menunjukkan sikap bertanggung jawab, rasa 
ingin tahu, jujur dan perilaku peduli lingkungan. 
Menganalisis sifat dua garis sejajar dan 
saling tegak lurus dan menerapkannya dalam 
menyelesaikanmasalah. 

Menganalisis kurva-kurva yang melalui 
beberapa titik untuk menyimpulkan berupa 
garis lurus,garis-garis sejajar, atau garis-garis 
tegak lurus. 


Melalui 


Pengalaman Belajar 


pembelajaran persamaan garis lurus, 


siswa memperoleh pengalaman belajar: 


stilah Penting 


berlatih untuk tangguh menghadapi masalah 
berlatih siswa untuk berpikir kritis, jujur, dan 
disiplin 

menunjukkan sikap bertanggung jawab dalam 
menyelesaikan masalah 

menunjukkan sikap rasa ingin tahu dan peduli 
terhadap lingkungan 
berlatih ' menganalisis 
konsisten dan jujur 


masalah secara 


gradien 
dua garis sejajar 


dua garis tegak lurus 
titik potong garis 


N 
J 
J 
N 


:$ PETA KONSEP 


Sistem Persamaan 
Linear dua 
Variabel 


Materi Prasyarat 


Persamaan 
Garis Lurus 


Masalah 
Otentik 


Gradien 
(kemiringan Garis) 


Hubungan 
Antar Garis 


Dua Garis 
Saling Tegak Lurus 


Dua Garis 
Saling Sejajar 


Aplikasi 
Persamaan 
Garis Lurus 
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It 


" MATERI PEMBELAJARAN 


Garis dan Gradien 
Memulai subbab ini, kita awali dengan mengingat kembali materi yang sudah 


pernah kamu pelajari di SMP (Kelas VIII) tentang bagaimana menentukan persamaan 
garis lurus dan gradien suatu garis. Coba perhatikan bentuk persamaan garis dan 
gradien garis di bawah ini. 


1. 
2. 
3. 


s 


. . a 

Garis dengan persamaan ax #by — c gradien m — —— 

Garis dengan persamaan y —ax-c gradien m-—a 

Garis dengan persamaan y— y ,—- P(x—x,) gradien m— p 


Ya 


yi gradien m— 
KAN Kyi 2 Bo 


Garis dengan persamaan 


a,b,c,x, y, ER 


Gambar 4.1: Tiga perpotongan 3 garis lurus 
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Dari gambar di atas, tentunya kamu dapat menentukan gradien dan titik titik 

potong antara garis dan titik potong garis dengan setiap sumbu y dan sumbu x . 

i. Dari persamaan garis /, , kamu sudah dapat mengetahui gradien garis tersebut. 
Tetapi, gradien garis /, dapat juga ditentukan melalui dua titik pada garis tersebut, 
misalnya A dan B. Tentunya hasilnya pasti sama. 

ii. Demikian halnya untuk garis /, dan 1, . 


Dengan adanya persamaan garis atau dengan melalui titik potong garis, tentunya 
bukan sesuatu yang sulit menentukan gradien garis tersebut. 

Mari kita telaah kondisi berikut ini. 

Di jalan yang lurus dan datar mungkin kelajuan mobil dapat diusahakan tetap. 
Gerak pesawat terbang pada ketinggian tertentu akan memiliki kecepatan tetap. 
Kecepatan tetap dapat disajikan sebagai garis lurus. Kedua contoh tadi adalah contoh 
dari gerak lurus beraturan (GLB), lintasan benda berupa garis lurus dan arah gerak 
selalu tetap sehingga perpindahan dapat diganti dengan jarak dan kelajuan tetap dapat 
diganti dengan kecepatan tetap. Sebuah benda yang bergerak dengan kecepatan tetap 
akan menempuh jarak yang sama untuk selang waktu t yang sama. 


Jarak (meter) 


Coba cermati grafik berikut ini. Pn 
» Dari gambar di samping, apa 
kesimpulan yang dapat ditarik? 
» Gradien kecepatan m 20 , gambarkan 
tiap-tiap grafik dengan m, «0,m 50 


'aktu (detik) 


01 2 3 4 3 


Bandingkan grafik pada Gambar 4.2 
dengan grafik di bawah ini. 
Kita sebut gradien /, adalah m,—-1 gradien 
I adalah m, — 1. 
» Jika merupakan gradien m,, dapatkah 
kamu tentukan I, ? 


Gambar 4.3 
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Dari Gambar 4.1, 4.2, dan 4.3 dapat kita rangkum gradien tiap-tiap garis: 
a) 1 :2x42y —4dengan m ——1, 


b) Il, :x4#5y —10 dengan m, ———: 
3 

c) I,:3x—5y —15 dengan My — 3 

d) v:v—10rdengan m, —10: 

e) Iy:x4#y— 2dengan m, ——1: 

d) I,:x—y—2 dengan m, —1. 


» Mengapa garis /, tidak mempunyai gradien? 
» Dengan mencermati kembali setiap grafik persamaan garis di atas, apa yang 
dapat kamu simpulkan tentang gradien garis. 


Berikut ini kita akan mengkaji masalah tentang penampungan air yang terjadi di 
daerah-daerah yang kesulitan air untuk keperluan sehari-hari. 


-/1 Masalah-4.1 
13 asala “ 


Keluarga Pak Bambang memiliki sumur dan mesin pompa untuk menyediakan 
air untuk keperluan minum, cuci dan mandi. Setelah melalui proses 
penyaringan, air sumur tersebut dialirkan ke bak mandi keluarga tersebut. 
Setiap hari, keluarga Pak Bambang memerlukan 1000 liter air, yang diperoleh 
dengan dua kali mengisi bak mandi (setiap pengisian 500 liter). Karena 
keterbatasan daya listrik di rumah Pak Bambang, mesin pompa hanya dapat 
digunakan pada saat alat-alat listrik lain di rumah tersebut tidak dioperasikan. 
Jumlah air yang tertampung setiap menit dinyatakan dalam tabel berikut ini. 
Tabel 4.1: Volume air pada bak mandi setiap menit. 


wakutmeio |o 1 Ta Ts Ja Ts Iso 
Mowmeren (25 en arena. 


a) Dengan tanpa menunggu bak mandi hingga penuh, dapatkah kamu memberi tahu 
Pak Bambang tentang durasi waktu hingga bak tersebut penuh? 


Ba Matematika 


b) Jika Pak Bambang ingin mengurangi 5096 durasi waktu pengisian bak mandi 
tersebut, berapakah volume air pe rmenit yang ditambah? 


Alternatif Penyelesaian 


Hubungan volume air pada bak mandi dengan waktu dapat dideskripsikan pada grafik 
berikut ini. 


volume air/(laut) 


waktu (menit) 


Gambar 4.4: Hubungan volume air dengan waktu. 


Sebaran koordinat waktu dan volume air berada pada satu garis lurus, dengan 
persamaan | : —3t #v — 2 (tunjukkan!). Persamaan —3t # v— 2 atau v— 3t 4 2 memiliki 
gradien m —3. 


Jelaskan arti bilangan 3 dan 2 pada persamaan v - 3t # 2 dari masalah 


penampungan air tersebut. 


a) Ternyata, gradien persamaan garis tersebut merupakan faktor penentu besar 
tidaknya durasi waktu yang dibutuhkan untuk mengisi bak mandi keluarga Pak 
Bambang, selain konstanta. Karena volume air pada saat bak mandi penuh adalah 
500 liter, akibatnya: 

500 — 3t # 2 diperoleh t — 166 menit atau 2,76 jam. 


Jadi durasi waktu yang dibutuhkan Pak Bambang hingga bak mandi tersebut 
penuh adalah 166 menit. 


b) Coba kamu kerjakan. Jika kamu kesulitan, tanyakan kepada gurumu! 
Cermati gambar di bawah ini, terdapat garis horizontal y — b, garis vertikal x — 
a dan garis I, dengan persamaan ax # by — c. Tentu kamu sudah tahu mana dari 
ketiga garis tersebut yang memiliki gradien. 
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N. 
PN . Garis Vertical 


Gambar 4.5: Garis vertikal, horizontal, dan garis I,: ax 4 by - c. 


» Untuk memastikan pemahaman kamu akan eksistensi gradien suatu garis, dengan 
memperhatikan bentuk persamaan garis I:: ax # by — c a,b dan c merupakan 
bilangan real, selidiki syarat untuk: 


m3 0: 

ms 0: 

m - 0 dan 

garis I tidak memiliki gradien. 


Rangkum secara rinci untuk setiap syarat yang kamu temukan! 


Secara geometri, gradien atau kemiringan garis dijelaskan melalui grafik berikut ini. 


Dari titik A ke B titik, terdapat suatu kenaikan (perubahan tegak) sebesar dan 
perubahan mendatar sebesar(y,— y,) . Jadi kemiringan (x,— x,) garis itu dinyatakan: 
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— perubahan kenaikan 


perubahan mendatar 


2 Ya Nex ean 


Ky —X, 


Gambar 46 


» Perhatikan kembali Gambar 4.6, apakah besar sudut BAD - besar sudut 4? 


tana — 2 — 22 
OC. .x, 

Pada Gambar 4.6, mari kita cermati segitiga siku-siku OBC, dengan siku-siku 
di titik C. Dengan mengingat kembali. konsep perbandingan sudut pada segitiga 
siku-siku yang telah kamu pelajari pada kelas X, kita akan menentukan nilai tangen 


sudut «. 


Sudut merupakan sudut yang dibentuk garis yang melaui titik A dan B terhadap 
sumbu x. Perhatikan bahwa sudut dihitung dari sumbu x ke garis yang akan ditentukan 
gradiennya. 


» Perhatikan kembali Gambar 4.6, apakah besar /BAD — besar £a? Berikan 
Alasannya. 
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@|Contoh!4-1 


Tentukan nilai tangen sudut setiap garis seperti pada gambar di bawah ini. 


LAN LA 
LTIIITTTTN 
NENNANENEL 
(III TI Ir) 
LILIT 


ee Re 


Keterangan: 


Sudut merupakan sudut yang dibentuk oleh garis /, dengan Sumbu-X dan 8 
merupakan sudut yang dibentuk oleh garis /, dengan Sumbu-X 


Satuan sudut yang digunakan adalah derajat. 
Alternatif Penyelesaian 


Pada Gambar 4.7, kita akan menentukan nilai tana dantan 8. Dengan segitiga 
siku-siku POR kita akan tentukan tan @ , sedangkan dengan segitiga siku-siku OOS 
kita akan menentukan tan  . 


Ingat......!!!! 


Sin(180” -a)- 


(180 —a) 
tan (180 —) 
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a) Cermati segitiga POR. 
Panjang sisi PO — 6, dan OR - 6. 


OR 6 
tana — ———— 

PO 6 
Nilai tano tersebut, mari kita bandingkan dengan gradien garis I,: y — x - 6. : 
m1. 


Hubungan m, dengan nilai, tana dituliskan sebagai berikut, m,- tana. 


b) Dengan cara yang sama untuk segitiga SOO, diketahui panjang sisi OO dan OS 
berturut-turut adalah 8 dan 8. Oleh karena itu, 


tan(180-P)- 8 5-1 


Gradien garis I,' x #y — 8. , m, - -1. 


Hubungan m, dengan nilai tan (180” — P) dituliskan sebagai berikut: 
m,— tan (180" -P) ——tanP. 


Bepikir Kritis 
» Dari pembahasan contoh 4.1 , kesimpulan apa yang dapat ditarik ? 
» Cermati kembali Gambar 4.7, coba tentukan nilai tangen sudut PTO! 


Pertanyaan Menantang: 
Diberikan persamaan garis: 
1X4xy53 
1-X4y33 


1 X-y33 
X3 
Hitunglah besar sudut yang dibentuk setiap garis dengan sumbu-x. 


Semester 1 
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Uji Kompetensi 4.1 


1. 


Tentukan gradien setiap garis pada grafik berikut ini. 


-10 


Jika ada garis yang tidak memiliki gradien, berikan alasannya! 
Tentukan nilai p untuk setiap koordinat di bawah ini. 


a. A (2,p) dan B(2,2p — 3) dengan m—7. 
b. A (12—3p,4) dan B(8,7p — 3) dengan m— 5. 
c. A (5 - 6p,3p) dan B(8,7p — 3) dengan m — 5 : 


Jika P (x,» »,) dan O (ana Y5 ) , tentukan syarat yang harus dipenuhi agar garis 


yang melalui titik tersebut memiliki gradien yang positif. 


Tentukanlah nilai k untuk setiap persamaan garis berikut, untuk 
a. g,:(3k)x—6y — 20 dengan gradiennya sama dengan gradien 
8,:x—2y 516 . 
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b. 1 :(3k4#2)x4#ky —12 dengan gradiennya sama dengan gradien 
AL, :—Tx4(k —6)y 516 


5. Cermati grafik berikut ini. 


"10 
HD 


Tentukan persamaan garis untuk masing-masing garis pada gambar (1) dan (ii). 


Selanjutnya hitunglah nilai tangen setiap sudut yang diberikan pada gambar. 


6. Perhatikan gambar di bawah ini. 
ii 1:5x-3y-0 


g:2x43y—12 


“0 
Gambar 4.10 


Tentukan besar sudut @ . 
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7. Diberikan dua persamaan garis: 
1:2x43y-—6 
8:4x—5y—0 
Tentukan nilai sinus sudut yang dibentuk oleh garis / dan g . 
8. Gradien suatu garis sama dengan nilai tangen sudut yang dibentuk garis dengan 


sumbu X. Tentukan persamaan garis melalui titik potong garis 3x #4y —12 dan 
x —4y — 0 dan memiliki gradien sama dengan nilai tangen sudut pada soal No.6. 


9. Diberikan dua persamaan garis: 
L:axtbys—c,:a,#0,b,#Odan I, :a,xtb,y—c, ,a,#£ 0, b,£ 0. 
intai ja Cg bilangan real. 
Tentukan syarat yang harus dipenuhi apabila: 
a. Mm 2m, 
b.m «dm, 
dimana: m, : gradien garis I, dan m, : gradien garis 1, 
10. Perhatikan gambar garis di bawah ini. 
10ty g 


Ad 


Gambar 4.11 


Tentukanlah persamaan garis paling sedikit dua garis yang: 
a. Sejajar dengan garis g b. Tegak lurus dengan garis g 
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2. Hubungan Antar Garis 


a. Garis Garis Sejajar 
Perhatikan titik-titik yang terdapat pada bidang kartesius berikut ini. 


Gambar 4.12 


» Dari gambar di atas, coba tarik garis yang melalui minimal tiga titik. Kemudian 
tentukan persamaan garis yang kamu peroleh. 

» Dari gambar di atas, coba tarik garis yang melalui dua titik. Kemudian tentukan 
persamaan tiap-tiap garis yang kamu peroleh. 

» Dari semua garis yang kamu peroleh, adakah kamu temukan titik potong garis- 
garis tersebut? 
Bandingkan hasil kerjamu dengan temanmu. 


Dari Gambar 4.12, dapat kita tentukan persamaan garis yang melalui titik A (-3,6) 
dan D(3,-3). 


YA 6-3 , y43 53 
x—3 —3-—3 x3 2 


SG 3x4t2y53 
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Sebut 1 :3x4#2y-—3 


» Selidiki apakah garis 1 , melalui titik B(-1,3) dan titik C(1,0)! 
Dengan persamaan garis /,:3x4#2y —3, bandingkan dengan persamaan garis 
yang kamu peroleh. 


Persamaan garis 1, : 3x # 2y — 15 melalui titik E(9,-3) dan titik H(1,6) (selidiki!). 
Selain itu, garis 1, juga melalui titik G(4,3) dan titik F(5,0). 


» Melalui grafik garis /, dan 1, , kemudian tentukan gradien kedua garis, dan 
analisis gradien kedua garis tersebut. 

Selanjutnya, dari hasil kerja menentukan persamaan garis yang melalui dua titik, kita 

peroleh persamaan-persamaan berikut ini: 

i. Iy:2y— 3x — 9 merupakan persamaan garis yang melalui titik B(-1,3) dan H(1,6). 

ii. I,:3x—2y — 3merupakan persamaan garis yang melalui titik C(1,0) dan G(3,3). 

iii. l,:3x—2y 515 merupakan persamaan garis yang melalui titik D(3,-3) dan 
H5,0). 

iv. I,:x4#2y — 9 merupakan persamaan garis yang melalui titik A(-3,6) dan G(3,3). 

v. I,:x4#2y — 5 merupakan persamaan garis yang melalui titik B(-1,3) dan F(5,0). 

vi. Ig: x#2y — 1 merupakan persamaan garis yang melalui titik C(1,0) dan E(7,-3). 


Pada kesempatan ini, kita tidak mengkaji garis-garis horizontal dan garis-garis 

vertikal 

» Dari persamaan garis, I,, Ly, Ly, L, l,, L,, dan L selidiki pasangan garis yang saling 
sejajar. Tunjukkan grafik dan hubungan gradien setiap pasangan garis. 


» Pada Kelas X, kita telah mengkaji tentang sistem persamaan linear dua variabel. 
Coba kamu ingat kembali, apa syarat yang harus dipenuhi sistem, 


ax-#by —c 
x4-sy5t 

agar memiliki himpunan penyelesaian dan tidak memiliki himpunan penyelesaian. 

Jika memiliki himpunan penyelesaian, apakah tunggal atau banyak? 


Dari pembahasan di atas, mari kita tarik kesimpulan tentang dua garis yang saling 
sejajar. 
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@|Contoh!4-2 


2x—y—1 

a 
x-3y —4 

3x—5y—15 

—6x -10y —15 
3x—2y —14 

c) 
2x#3y —5 


Latihan Mandiri 


Tentu kamu masih ingat bagaimana memeriksa sistem yang memiliki solusi (tunggal 
atau banyak), dan yang tidak memiliki solusi. 


Perhatikan sistem a)! 
Dimisalkan: // :2x-y-15, 
Il, x—3y 54. 
Pada garis 1 ', perbandingan nilai koefisien variabel x dan y (m,, — 2) tidak sama 


1 
dengan perbandingan nilai koefisien variabel x dan y (m,, - 3) pada garis 1. 


Kondisi ini juga merupakan tanda bahwa sistem persamaan a) memiliki penyelesaian. 
Untuk sistem persamaan b), 

L,: 3x — 5y 515 

L,: -6x #10y 5 15 


Pada garis |, , perbandingan nilai koefisien variabel x dan y (m,, - - ) sama dengan 


perbandingan nilai koefisien variabel x dan y (m,, - To — 5 ) pada garis /,,. Hal ini 


memiliki arti bahwa, garis 1, dan /,, tidak pernah melalui satu titik yang sama. Oleh 
karena itu, sistem b) tidak memiliki penyelesaian. 

Selanjutnya, sistem persamaan c), 

Ly: 3x — 2y 514 

Ly: 2x t 3y 55 


Perbandingan nilai koefisien variabel x dan y (m, - 3) pada garis Il, berbanding 


terbalik dengan perbandingan nilai koefisien variabel x dan y (m,, - 5 ) pada garis 
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l 


3b” 


serta hasil kalinya sama dengan -1. Dengan kondisi ini, secara sistem persamaan, 


sistem c) memiliki penyelesaian tunggal. 


Secara grafik, kondisi sistem a), b), dan c) disketsakan sebagai berikut. 


Secara umum, misalkan garis 
graxtby—c,a£Odanb £0 

gx tsy5t,r#0dans #0 

.a, b,c, r, s, t merupakan bilangan real. 
Garis g, sejajar dengan g, jika dan hanya 


a 


———, Dengan kata lain, Garis sejajar 


r 


dengan jika dan hanya m, - m,. 


otongan secara 
tegak lurus 


Gambar 4.13: Grafik sistem persamaan linear 


S 


Gambar 4.13 
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Secara geomteris, kondisi dua garis sejajar dideskripsikan sebagai berikut. 


Misal, garis /, melalui titik A' ( 5 , y, ) dan B' fa y, ) , dengan 
gradien m, . Garis I, melalui titik A (& »Yi ) dan B CA » Yp ) dengan gradien m, . 
Mari kita cermati segitiga ABC dan A BC . Kedua segitiga tersebut merupakan dua 
segitiga yang sebangun. 
Oleh karena itu berlaku: 
ya 
ag 
Selain itu, jarak titik A ke titik A sama dengan jarak titik B ke titik B . Kondisi 
ini semakin memperkaya bukti bahwa garis 1, sejajar dengan garis l, . 


Dengan demikian, sifat dua garis sejajar dinyatakan dalam sifat berikut. 


Misalkan garis g, :axtby —c,a# 0 dan b£ 0 dengan gradien m, 
8 1X4sy5t,r#Odans #0 dengan gradien m, 
a, b, c,r, s,t merupakan bilangan real. 
Garis g, sejajar dengan g, jika dan hanya jika gradien kedua garis sama. 
Secara matematis dinotasikan: g, //2, & m —-m,. 


Dari Sifat 4.1, mari kita cermati hubungan di antara koefisien-koefisien a, b, c, r, 


a b 


ar 
s, dan 1. Karena m -m,, dapat kita tulis bahwa —— — atau ——— . Ingat, walaupun 
S r Ss 


ai ae ac 
— — —,tetapi tidak berlaku bahwa — — — atau 5 
r Ss r t s If 


Perlakuan-perlakuan ini dapat kita simpulkan dalam sifat berikut ini. 


2 (mengapa?). 
t 


SIB — 
Misalkan garis 8, : ax by —c: a#0,b# 0 danc # 0 dengan gradien m, 

8 IX4#sy-5t,r#0,s#Odant#0 dengan gradien mm, 
a, b, c,r, s, tmerupakan bilangan real. 


Jika. € maka garis g, berimpit dengan garis 9, 
Pu 
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Untuk lebih memantapkan pemahaman kita akan hubungan dua garis yang sejajar, 
mari kita cermati contoh berikut ini. 


@1Contohj4:3 


a) Tentukan persamaan garis lurus yang melalui titik potong garis-garis dengan per- 
samaan 3x # 2y — 12 dan 5x # 2y — 16 serta sejajar dengan garis 2x # y — 4. 

b) Carilah nilai x sedemikian sehingga garis kx — 3y — 10 sejajar dengan garis 2x # 
3y 56. 


Alternatif Penyelesaian 

a) Terlebih dahulu kita menentukan titik potong garis 3x # 2y — 12 dan 5x 4 2y — 
16. Dengan cara eliminasi ataupun subsitusi, diperoleh titik potong kedua garis 
tersebut (2, 3). Misal, garis g merupakan garis yang melalui titik (2, 3), serta sejajar 
dengangaris 2x # y — 4 maka gradien garis , sebut m, 5 —2 Jadi persamaan garis g, 
diperoleh: 
y-35—2(x-—3)atau 2x #y 3. 


b) Karena garis, kx — 3y — 10 sebut g,, sejajar dengan garis 2x # 3y — 6, sebut g, 
maka MM Akitanya La — 2 , atauk — —2. Dengan demikian dapat kita tulis 
3 3 


bahwa garis —2x — 3y — 10 sejajar dengan 2x 4 3y — 6. 


b. Garis-Garis Tegak Lurus 
Perhatikan grafik berikut ini. 


Sekarang mari kita amati segitiga ABC. Kita akan selidiki apakah segitiga ABC 
merupakan segitiga siku-siku atau tidak. Tentu, sudut yang diduga merupakan sudut 
siku-siku adalah sudut ACB. Dengan menggunakan alat pengukur sudut (busur) atau 
penggaris berbentuk segitiga siku-siku, sudut ACB merupakan sudut-sudut siku-siku. 
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“gbk 1ai3 
NIINIT! 


Ki 


al 
“ 
: 
2 
5 
£ 


“sasak. HI 


BARANE. 

mEBBNyAN: 

Hit 
HN 
AN/ANNANNNANGA ANN 


9”,EEEE 


Ma AH 

LLILTIIT IT NNN 

Gambar 4.14: Garis /, dan I, berpotongan secara tegak lurus. 

Oleh karena itu, dapat kita tarik kesimpulan bahwa garis /, memotong secara tegak 
lurus garis /,. 
Selanjutnya, akan kita selidiki hubungan gradien garis /,(m,) dan gradien garis 
Lm,). 

|: y5x, dengan m, — 1, 

Il: y5—x, dengan m, —1. 


Ternyata, m,.m, 5-1. 


lu 


' Masalah-4.1 


n 
ru 
rNN 
Perhatikan gambar berikut ini! 
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Gambar 4.15: Garis /, dan I, , dengan gradien berbeda tanda berpotongan secara tegak lurus. 


Garis |: y-m,x tc, mempunyai gradien, sedangkan garis I,: y- m,x tc, mempunyai 
gradien tan 8 - m,. 

Selidiki bahwa hubungan gradien garis 1, dengan 1,! 

Alternatif Penyelesaian 

Diketahui garis 1: y - mx 4 c, mempunyai gradien, sedangkan garis I,: y - m,x 4 c 
mempunyai gradien tan 8 — m,. 


2 


Cermati segitiga siku-siku ABC! 


Karena / A- 4 dan £ C — 90 maka £ B - 180fP. Oleh karena itu ? - (90' 4 a) 
(tunjukkan !). 
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Diketahu tan  —- m,. 


Akibatnya: 
tan - (90 ta) -m, 
1 Ingat 

www - 5 

Ting tan(90” 4 0) - — 

1 tan a 

S———m, 

Mm 


diperoleh: m,.m, -—1 
Dengan demikian, syarat dua garis yang saling tegak lurus dinyatakan dalam sifat 
berikut ini. 


zx 


b 
Misalkan garis g, : bx-ay -t:, a#0 dan b £ 0 dengan gradien 7, - 5 


a 
9, ax—by-c:a# 0 dan b £ 0 dengan gradien M, — aa 
a, b, c, merupakan bilangan real maka: 


Garis g, berpotongan tegak lurus dengan garis g,, dinotasikan £, L $,. 


@|Contoh!4-4 


Mari kita cermati grafik di bawah ini! 
Selidiki hubungan antar garis yang berlaku. 


" R 


Gambar 4.16 


Semester 1 
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Alternatif Penyelesaian 


Langkah awal, dengan memperhatikan pasangan titik koordinat yang dilalui tiap-tiap 
garis, kita dapat menentukan persamaan dan gardien setiap garis. 


1:5x4#3y —15, dengan m, ——1 
5 
2:6y-5x—-30, dengan mn, -. 


5 
k:5x-—3y-0 , dengan m, - 


Latihan 4.1 


Sebagai latihan secara mandiri, 

e selidiki apakah garis / dan garis k berpotongan secara tegak lurus? 
“ selidiki juga hubungan garis 1 dan garis g! 

Diskusikan hasil kerjamu dengan temanmu. 


Bs Uji Kompetensi'4.2 


1. Selidikilah hubungan setiap pasangan garis dengan persamaan di bawah ini. 
a. g,:—2x#5y—7 dang,: 3x—4y — 12. 

b. I:axtby-cdanl, :pxtgy—s, dengana bdanp” g,a, b,p,g e R. 

2. Penelitian terbaru menunjukkan bahwa suhu rata-rata permukaan Bumi meningkat 
secara teratur. Beberapa peneliti memodelkan suhu permukaan Bumi sebagai 
berikut: T — 0.021 # 8.50, T menyatakan suhu dalam 'C dan t menyatakan tahun 
sejak 1900. 

a. Tentukan kemiringan garis tersebut, dan interpretasikan bilangan tersebut. 
b. Dengan menggunakan persamaan tersebut, prediksilah rata-rata perubahan 
suhu pada tahun 2200 


3. Seorang manager perusahaan perabot harus menyediakan modal sebesar 
Rp22.000.000,00 untuk memproduksi 100 kursi kantor dan Rp48.000.000,00 
untuk memproduksi 300 kursi yang sama. 
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a. Nyatakanlah biaya tersebut sebagai persamaan kursi yang diproduksi, dengan 


mengasumsikan hubungan antara biaya dan banyak kursi adalah linear. 
Kemudian gambarkan. 
b. Tentukan gradiennya, dan jelaskan arti bilangan itu. 
c. Dari sketsa, jelaskan makna grafik tersebut. 


. Perhatikan persamaan garis di bawah ini! 
gaxtby—cdang,:pxtgyst,a,b,p,g e R. 
Tunjukkan hubungan antara koefisien a, b dengan p, g agar g //g, 


. Tentukanlah k untuk setiap persamaan garis berikut. 

ag :(2—k)x-—y-8dang,: (44tk)xt3y— I2agar g, Lg,. 

b. I, : (3k4 5)x—2y 510 dan I2 : (-k— 3)x— Ty — 14 agar g,//8,. 

. Tentukan persamaan garis /, yang melalui titik (-7, 3) dan tegak lurus dengan 


garis |, : 3x — 5y — 12. Kemudian gambarkan grafiknya. 
. Diberikan dua garis dengan persamaan yang diperoleh dari matriks berikut: 


BAG) 


Tentukan perbandingan p dan g jika kedua garis saling tegak lurus. 


. Diketahui titik A(x, , y), B(x,» y,), C dan AB adalah titik tengah. Tentukan 
persamaan garis yang tegak lurus AB dan melalui titik C 


. Diketahui P(3,3), O(4,-1) dan R(-8,-4). Tentukan besar sudut perpotongan garis 
PO dan OR. 


10. Diberikan garis 1: (x —2y) #alx #y) —5 dan garis g : (3y— 3x) —3a(x #y) — 12. 


| 150 | Kelas XI SMA/MA/SMK/MAK 


Tentukan nilai a agar: 


a.1//g 
b. XL 8 


Semester 1 


PITA 


Cari masalah dalam kehidupan sehari (minimal dua masalah nyata) yang 
menerapkan hubungan dua garis yang saling sejajar dan dua garis yang 
berpotongan secara tegak. Deskripsikan kebermaknaan garis tersebut 
dalam kehidupan sehari-hari. 


Susunlah hasil temuanmu dalam bentuk laporan hasil kinerja suatu proyek. 
Kamu diberikan waktu satu minggu untuk menuntaskannya secara baik 
dan teliti. 


»$ PENUTUP 


Beberapa hal penting yang perlu dirangkum terkait sifat-sifat persamaan garis 


lurus adalah sebagai berikut. 


1. 


Persamaan linear, biasanya dinyatakan dalam bentuk ax # by — c, dengan a, b, c 
merupakan bilangan riil. Model matematika permasalahan sehari-hari, khususnya 
dalam masalah ekonomi sering menjadi masalah yang terkait persamaan garis 
lurus. 

Konsep dan sifat-sifat persamaan garis ini didasari oleh konsep persamaan linear 
dua variabel. Setiap garis, ax 4 by —- c, memiliki kemiringan atau disebut gradien 
yang dinotasikan dengan m, kecuali garis vertikal. Gradien tersebut sama dengan 
nilai tangen sudut yang dibentuk garis terhadap sumbu x positif. 


. Garis I: ax # by — c dikatakan sejajar dengan garis g : px # gy — t jika dan hanya 


jika kedua garis tidak pernah berpotongan atau memiliki gradien yang sama. 
Dikatakan saling tegak lurus jika dan hanya jika kedua garis berpotongan dan 
hasil kali gradiennya sama dengan -1. 


Penguasaan kamu tentang persamaan garis lurus sangat penting bermanfaat untuk 


bahasan persamaan garis singgung pada lingkarang dan persamaan singgung pada 
kurva. Untuk penerapan persamaan garis lurus lebih banyak digunakan pada kajian 


persamaan garis singgung lingkaran dan persamaan garis singgung kurva. Sifat-sifat 


garis lurus akan dibahas secara mendalam dan dimanfaatkan dalam penyelesaian 


masalah matematika dan masalah otentik. 
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Catatan: 


senenaneanenenenaneneenenan an nas asenan an nakasenan anna asean an anna nenen an anna ana en nasa nana sena anna anne aan anna asas ana sn aan nas anena na nnaaa 
senenanennnnenenannnnneenan anakan ena an nanas ana ana anakan anna ana kaan an an ana sana an anna nan an an anna nakas an an an an aan anus ananannan an anaaa 
senenanganesenenanenensenan an nanesenanan nan asenan anna nanas anna ana ssenan anna ana en anna nana sena anna anne ana an naas as esa anna na asanean ana nana 
senunannnnnenennannanneanenan ana nekenn an aan anananan an ananaan anus ananaan anus ana senaan anna nanananan anna ana anan anna asaan an an anaasanan nana 
senenannanenenenaneanesenan an ane asenan an nanas enan anna nas enan anna nas enen an anna nenen an nana nenen an anna nenen aan an anana nasa nana neesn anna aaa 
senenannanneenenannnaneananan ana naaaanan ana naananan an anaaaanan an aneananan asas asannan an anaenanan ana naa aan aan an na senan asas aa sasaran nana 
senenanganenenenaneanasenan an nanasenan an nanas enan anna ass enan anna ass anenan anna nenen an nana nenen an anang as asaan anna asasasn nana as asasn nana naa 
senenannnnneenenannnanekannan ana neaann an anna nananan an ana nana anus ana nana an asas asenaan anna nanananan anna anna asas an anann an an an aasanan nana 
senenaneanesenenanennenenan an nanesenan an nakasenanan ana neenan anna nas enen an aa nanas enan nana nenen an anna nenen anna anasasasn nana ne asas nana ana 
senenannnnneennnannnnneananan ana nanann an aan naananan an anaaaanan an ana kaan naas ana enan an anna aaanaanan anna nun anan anus anann an anna nasanan nana 
senenaneanenenananennnsenanan nan asenan an nan asenanan nanas enan anna nss sana anna nan enen an anna nenen an anna as asaan naas asanasn nana as asasn nana ana 
senenannnnneennnannanneenanan ana ne kaan anaanan anna anna nak asen anna ane anna an anna asasa an anna aan sa anna nakas an asas an asann anna nana nanas anaaa 
senenanganenenenannakenenanan nan asenan an nakasenan anna nenen enan nanas anenan anna nenen sn nanas enen an anna nenen anna ana sasasn nana as asesa nana aaa 
senenannnnneennnannnnneananan ana naananan ana naanananananeaaanan an aneaannan an an aaaanan anna nananan asas aa nenan an an na nananan anna sasaran nana 
senenaneanenenenaneanesenan an nanasenannn nanas en aan nanas enanan ana ssenan an ana nasa anna anna nana an nana nenen anna naas ana an naas asenenn naa naaa 
senenanennnnenenannnnneananan nana ena an an ananaaaanan an anesannan an aneaannan asas asann an anus aenanan an anaananan ana na senanan an aasesan an anaaa 
senenaneanenenenaneanesennn ana naas enanan nas anenan an ana seen an an nanas enanan naas asa an an nanas enan anna anne sen an aan n asas an anna nsesean nana 
senenanen0enennnankananenenan nanas ena anakan ana anak anakan ana aneka nn anakan asann anna an asa an an an anna kenan anna aaaan ana asas aakan anakan 
senenanganeeenanannanesenan an nanesenan an nan asenan anna ane en an an nanas ena anna an nen anna nana nenas an ana n ae senan naas asas nn naas asanenn an anana 
senenannnnneananannnnneananan ana neaaananananaananan an aneananan an aneaaanan an anaeaanan an anaenanan an an aa nenan asas aa sananan anna sasaran anaaa 
mennneenannnnnesenn anna anaeenenn anak as enean naas asanenenn anak anenan nanas enen anna nas esen ganas as anen anna nas enenan anne anen anna aan asensn ana 
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Bab 


BARISAN DAN 
DERET TAK HINGGA 


A. KOMPETENSI DASAR DAN PENGALAMAN BELAJAR 


Kompetensi Dasar 


Memiliki motivasi internal, kemampuan 
bekerjasama, konsisten, sikap disiplin, 
rasa percaya diri dan sikap toleransi dalam 
perbedaan strategi berfikir dalam memilih dan 
menerapkan strategi menyelesaikan masalah. 
Mendeskripsikan konsep barisan dan deret 
tak hingga sebagai fungsi dengan daerah asal 
himpunan bilangan asli. 

Menerapkan konsep barisan dan deret tak 
hingga dalam penyelesaian masalah sederhana. 


Pengalaman Belajar 


Melalui pembelajaran materi barisan dan deret 
aritmetika dan geometri atau barisan lainnya, 
siswa memperoleh pengalaman belajar: 


stilah Penting 


Menemukan konsep dan pola barisan dan 
deret melalui pemecahan masalah otentik. 
Berkolaborasi memecahkan masalah aktual 
dengan pola interaksi sosial kultur. 

Berpikir tingkat tinggi (berpikir kritis, kreatif) 
dalam menyelidiki dan mengaplikasikan 
konsep dan pola barisan dan deret tak hingga 
dalam memecahkan masalah otentik 


« Pola Bilangan 

“ Beda 

« Rasio 

« Barisan Tak Hingga 

« Barisan Konstan, Naik, 
dan Turun 

» Deret Tak Hingga 

» Jumlah suku tak hingga 


:$ PETA KONSEP 


Materi 
Prasyarat 
Masalah Otentik Barisan Bilangan 


Unsur Barisan Nilai 
Deret 


154 Kelas XI SMA/MAI SMK/MAK 


Semester 1 


#3 MATERI PEMBELAJARAN 


Menemukan Konsep Barisan dan Deret Tak Hingga. 


Amati dan kritisi masalah nyata kehidupan yang dapat dipecahkan secara arif dan 
kreatif melalui proses matematisasi. Dalam proses pembelajaran barisan dan deret 
tak hingga berbagai konsep dan aturan matematika terkait barisan akan ditemukan 
melalui pemecahan masalah, melihat pola susunan bilangan, menemukan berbagai 
strategi sebagai alternatif pemecahan masalah. 


Dalam mempelajari materi pada bab ini, ingat kembali barisan dan deret aritmatika 
(geometri) yang sudah kamu pelajari di kelas X. Kita akan mempelajari beberapa 
kasus dan contoh yang berkaitan dengan barisan dan deret tak hingga pada bab 
ini. Barisan suatu obyek membicarakan masalah urutannya dengan aturan tertentu. 
Aturan yang dimaksud adalah pola barisan. Kita memerlukan pengamatan terhadap 
suatu barisan untuk menemukan pola. Selanjutnya cermati masalah berikut. 


Dua potong kawat besi disandarkan pada sebuah dinding rumah tempat 
bunga menjalar. Di antara kedua kawat dibuat potongan-potongan kawat 
E E,, E,E,, E.E., dan seterusnya seperti terlihat pada gambar berikut. 


12 ema momel 


(0,0) B a D x 


Gambar-5.2. Posisi Kawat Tersandar di Dinding Rumah 
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a. 
b. 


Cc: 
d. 


Kemiringan posisi kawat sebelah kiri adalah r dengan 0 X r X 1, r e R dan 
kemiringan kawat sebelah kanan adalah 1. Jarak kedua kawat di tanah adalah 1 meter 
dan jarak BE, — OE, adalah r meter. 


Tentukan panjang potongan kawat E,E, E,E, E,E,, dan seterusnya dalam r. 
Temukan susunan bilangan dalam r yang menyatakan jarak dari titik A ke titik B, 
jarak titik 8 ke O dan seterusnya sampai ke titik D! 

Tentukan fungsi yang menyatakan susunan bilangan dalam ?! 


Tentukan jarak titik dari A ke D! 


Alternatif Penyelesaian 


Mari kita gambarkan posisi kawat besi dalam sumbu koordinat. 


O(0,0) B a D 


Gambar-5.2. Posisi Kawat Tersandar di Dinding Rumah 


Koordinat titik A(0,0) dan B(1,0) adalah dua titik yang berada pada sumbu x. 


Karena ruas garis AC (kawat sebelah kiri) memiliki gradien r dengan 0 X r «X 1 dan 
ruas garis BC (kawat sebelah kanan) memiliki gradien 1, maka kedua ruas garis 
bertemu pada satu titik, yaitu titik C. 


Misalkan titik E, pada ruas garis AC. Karena ruas garis AC bergradien r dan panjang 
AB adalah 1 maka panjang BE, adalah r. Titik E, berada pada ruas garis BC, karena 
gradien BC adalah 1, maka panjang E £, adalah r dan panjang E E, - BO-r. 
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“ Karena gradien garis AC adalah r dan panjang E E, - r, maka panjang E,E, - r'. 
“Karena gradien garis BC adalah 1, maka panjang E,E, - r dan OR - r?. 

Dengan cara yang sama, diperoleh panjang E, E, - r' dan jika kita tambahkan 
potongan kawat di antara garis AC dan BC di atas E,E, menuju titik C, maka diperoleh 
panjang potongan kawat berikutnya ?', r#, 5, .... Mengapa? 


E,E,, E.E,, dan seterusnya dalam r adalah r, PF, 7, Pp, ... 


2? 73 24? 


b. Susunan bilangan dalam r yang menyatakan jarak titik A ke titik B, titik B ke O, titik 


a. Panjang E E 


O ke R dan seterusnya sampai ke titik D, yaitu: 1, r, r- PF, ..., dengan 0 X r « 1. 

c. Fungsi yang menyatakan susunan bilangan pada bagian (b) adalah u(n) -r"-', 
neN. 

d. Panjang AD adalah hasil penjumlahan 1, r, P8, PF, ... 


AD 51474 P4P4P4..5 YO dengan 0 « r« 1 
ne 
Perhatikan Gambar-5.2 di atas, dengan menggunakan aturan dalam trigoniometri, 
diperoleh jarak BD - CD -r4 P4 P4... 
Misalkan s—14-74 P4 P4... 
Karena panjang ruas garis BD -r4r4r4r4...—s- 1, maka CD —s-—1 
CD g s—1 


Perhatikan —— - — ataau- - —. 
AB BE 1 r 
KN | S— rs5s-1 
T 
— (1-7ns—1 
1 
s5—— 
1-—r 
: | . 1 , 
Berdasarkan uraian di atas panjang AD - s -—— ,dengan OX r « 1. Panjang 


1-7 
segmen garis AD ini dapat diartikan jumlah takhingga suku-suku barisan 1, # ', ?, 
Ud GIE 
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Siti menggunting kertas menjadi dua bagian yang sama besar. Potongan 
kertas berikutnya digunting lagi menjadi dua bagian yang sama besar, seperti 
gambar berikut. 


Susunlah bilangan-bilangan yang menyatakan banyak potongan kertas, apabila 
potongan kertas berikutnya digunting dua bagian yang sama. 


Alternatif Penyelesaian 
Siti menggunting kertas tersebut menjadi dua bagian yang sama besar 


1 kertas 2 potong kertas 


Duapotongan kertas di atas, digunting menjadi dua bagian yang sama besar untuk 
setiap potongan kertas sehingga diperoleh potongan kertas berikut. 
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ap 


2 potong kertas 4 potong kertas 


Misalnya n menyatakan guntingan ke-n 

Untuk n — 1, diperoleh banyak potongan kertas adalah 2 
Untuk n — 2, diperoleh banyak potongan kertas adalah 4 
Untuk n — 3, diperoleh banyak potongan kertas adalah 8 
Untuk n — 4, diperoleh banyak potongan kertas adalah 16 


Jika guntingan kertas dilanjutkan maka akan diperoleh suatu susunan bilangan 
yang menyatakan banyak potongan kertas, yaitu: 2, 4, 8, 16, 32, ... Susunan bilangan 
tersebut membentuk sebuah barisan tak hingga, dengan nilai suku-suku barisan dapat 
dinyatakan dengan sebuah fungsi u(n) — 2" dengan n e N. Lengkapilah tabel berikut 
untuk melihat jumlah parsial dari susunan bilangan 2, 4, 8, 16, 32, .... 


Tabel 5.2: Jumlah parsial suku-suku barisan u(n) - 2” 


Amati data pada tabel yang kamu temukan. Dapatkah kamu menentukan suku 
dengan n — 20? Berapa jumlah 2, 4, 8, 16, 32, .... , jikan 50 ? 
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wu 5 
1m 


1 F Masalah-5.3 


Sebuah bola jatuh dari ketinggian 9 meter ke lantai yang disajikan pada 
gambar berikut 


Gambar-5.3: Pantulan Bola 


Bola memantul kembali secara terus menerus setinggi 2. dari ketinggian 
sebelumnya. 3 
a. Tentukanlah susunan bilangan yang menyatakan ketinggian pantulan bola 
tersebut! 
b. Tentukan panjang lintasan yang dilalui bola setelah memantul ke lantai! 


Alternatif Penyelesaian 
a. Ditemukan susunan bilangan dari hasil pantulan bola. 


Dari masalah diketahui bahwa ketinggian pantulan bola adalah 3 dari ketinggian 


pantulan sebelumnya. Dengan demikian ketinggian yang dicapai bola untuk tiap- 
tiap pantulan ditentukan sebagai berikut. 
Ketinggian bola awal — 9 m 


Pantulan pertama — 5 x90—6 


Pantulan kedua” - 2 x6—4 
3 


2 8 
Pantulan ketiga '”-—x4—-— 
3 3 


dan seterusnya ... 
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Tabel 5.1 Tinggi Pantulan Bola 


Memuat “Te ST 
Singa pantulan 6 B3 PS 
— Sutike.“—T 


« Coba kamu teruskan mengisi tabel pada pantulan berikutnya 
« Apakah mungkin terjadi ketinggian pantulan bola sama dengan nol? 


Pantulan bola diperlihatkan seperti gambar di bawah ini 


tinggi 
Cermati gambar di samping! 
« Apakah bola suatu saat 
akan berhenti? 
BD « . Bagaimana tinggi pantulan 
bola untuk n menuju tak 


MEA SAAT | Sa 


0 1 N3 4 3 


lantai 


Gambar-5.4: Posisi Pantulan Bola 
Berdasarkan perhitungan dan gambar di atas diperoleh susunan bilangan 


8 16 32 


menyatakan ketinggian pantulan bola, yaitu: 6, 4, —, —, —,... 
2 


9” 18 


am dah om ah am (aj In ja | 
3 “3 "3 “3 
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Rasio, dinotasikan r merupakan nilai perbandingan dua suku berdekatan. 


La: : Uu, U3 U, Uu, - 
Nilai r dinyatakan: 7 5 —— —— ——-...- . Jadi 
1. MU, U3 1 
2 5 
u, 59. 2-6 —P usa 
3 
u-u.2 -6. —-4 —— u,—u,.r5ar 
3 
2 
u,5u,2 54 2-3 ——  u,-5u,rsarrsar 
3 
Uu, 5 La 2. — uurSarraar 
AN “5 F — sa —— uu arsa 


Susunan bilangan 6, 4, 8 16, 32. 64 128 


: »... dapat dinyatakan dalam 

3 9 217 81 243 
2 

sebuah fungsi u(n) — N( 3 ” dengan n e N. 


Susunan bilangan di atas dapat diekspresikan sebagai barisan tak hingga. 


ar ar xr xr 


U Uu? U3 u.. Un 


b. Ditentukan panjang lintasan yang dilalui bola untuk 10 kali pantulan. 
Misalkan panjang lintasan bola sampai pantulan ke-10 adalah S. 


s-2(u Hu, EU HW Lt Up) 
ae 5 52 Up At, Hay Hy Hn Yu, 


SD S2 


Semester 1 
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Tabel 5.2: Jumlah Parsial Lintasan Bola 


Jumlah 
suku-suku 


Berdasarkan tabel di atas deret bilangan tersebut adalah sebuah barisan jumlah, 
3 291 32 spy 38 2592 3" 2291 
3 ), 6 3! ), 6 32 Ja se.» Ki) 
10 710 


Jadi, panjang lintasan bola sampai pantulan ke-10 adalah s-—2s,, atau s — 6( 5 ) 


NN en Dn UN 


Perhatikan kembali susunan bilangan yang diperoleh dari Masalah-5.1, Masalah-5.2, 
dan Masalah-5.3, yaitu: 


NP, ... yang dinyatakan dalam fungsi u(n) —r"!' dengan n e N 


“ 2,4, 8,16, 32, ... yang dinyatakan dalam fungsi u(n) — 2”! dengan n e N. 
? 6, 4, 8 , 16 , 32 , 64 , 13 3 
3 9 27 81 243 


dengan ne N. 


... yang dinyatakan dalam fungsi uln) — N( . ,n 


Berdasarkan beberapa model barisan bilangan di atas, dapat dipastikan bahwa 
barisan adalah sebuah fungsi dengan domainnya himpunan bilangan asli (N) dan 
rangenya adalah suatu himpunan (R) bagian dari S, ditulisf: N — S, R,c S. 
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Barisan tak hingga objek di himpunan S adalah suatu fungsi u dengan daerah asal 
(domain) himpunan bilangan asli dan daerah hasilnya (range) suatu himpunan 
R, CS. Ditulis (u,),nc NN. 


Misalkan (u,) sebuah barisan tak hingga bilangan real dan s, - u, # U, 4 Ujt ...4 
u, adalah jumlah parsial suku-suku barisan tak berhingga. 


“ Deret tak hingga adalah barisan jumlah parsial n suku barisan tak hingga. 
Ditulis (s,), n ec Natau s,, S8, .... £ 


P3 Aa 


« Jumlah deret tak hingga adalah jumlah suku-suku barisan tak hingga. Ditulis 


@|Contoh51 


Perhatikan barisan angka berikut: 
1,2, 2, 3, 3, 3, 4, 4, 4,4, 1, 2, 2, 3, 3, 3,4, 4, 4, 4, 1, 2, 2, 3, 3, 3, 4, 4, 4, 4, ... 


Amatilah barisan angka tersebut terlebih dahulu! Tentukanlah angka pada urutan ke 
41x 58! 


Alternatif Penyelesaian 


Pertama, kita perlihatkan urutan setiap angka pada barisan, pada grafik berikut: 


Ss 


Gambar-5.5: Barisan Sebagai Fungsi 
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Jika kamu amati dengan teliti, kelompok angka 1, 2, 2, 3, 3, 3, 4, 4, 4, 4 pada urutan 
ke-1 sampai 10 berulang, bukan? Perulangan kelompok angka terjadi pada setiap 
kelipatan 10 angka pertama. Jadi, angka pada urutan ke-1 sama dengan angka pada 
urutan ke-11, urutan ke-21, urutan ke-31 dan seterusnya. 


Kedua, angka pada urutan ke- 4' x 5? adalah angka pada urutan 256 x 125 — 32.000 
atau 32000 — 3200 x 10 sehingga perulangan kelompok angka tersebut mengalami 
perulangan sebanyak 3200 kali. Dengan demikian, angka pada urutan ke-32000 
adalah angka pada urutan ke-10 yaitu 4. 


@|Contoh!5:2 


Sebuah susunan angka dituliskan sebagai berikut: 

246810121416182022242628303234363840... dengan memandang setiap angka 
adalah suku barisan bilangan sehingga suku ke-10 — 4, suku ke-11 — 1, suku ke-12 
— 6 dan seterusnya. Dapatkah kamu temukan angka yang menempati suku ke-1457? 


Alternatif Penyelesaian 


Mari kita amati kembali barisan tersebut, dengan memandang setiap angka adalah 
suku-suku barisan, maka susunan barisan menjadi: 


2 4 6 8 1 0 1 2 1 4al 6 1 8 2 0 2 2... ? 
LA JII JI JI | Lb Jd dl Ld Jb J4 d4 | Jd Jd J 


U M9 V3 Up V7 UG UT UR V1 V2 43 V4 V5 Ye V7 V8 "42013 
u, menyatakan suku ke-n pada barisan dengan n — 1, 2, 3, 4, ... 


Kita akan menentukan angka pada suku ke-1457, dengan menghitung banyak suku 
pada bilangan satuan, puluhan, dan ratusan sebagai berikut: 


Langkah 1. Mencari banyak suku pada barisan bilangan satuan (2 sampai 8): 2, 4, 
6,8 
Banyak suku pada barisan bilangan satuan adalah 1 x 4 — 4 suku. 


Langkah 2. Mencari banyak suku pada barisan bilangan puluhan (10 sampai 98) 
10, 12, 14, 16, 18 terdapat 2 6 5 suku — 10 suku 
20, 22, 24, 26, 28 terdapat 2 0 5 suku — 10 suku 
90, 92, 94, 96,98 terdapat 2 6 5 suku — 10 suku 


Banyak suku pada barisan bilangan puluhan adalah 9 x 10 —- 90 suku. Jadi, 
banyak suku pada barisan 2 sampai 98 adalah 4 4 90 — 94 suku. 


Matematika 165 | 


Langkah 3. Menentukan banyak suku pada barisan bilangan ratusan (100 sampai 
998) 
100, 102, 104, 106, 108, ..., 198 terdapat 3 6 50 suku — 150 suku 
200, 202, 204, 206, 208, ..., 298 terdapat 3 6 50 suku — 150 suku 
300, 302, 304, 306, 308, ..., 398 terdapat 3 6 50 suku — 150 suku 


900, 902, 904, 906, 908, ..., 998 terdapat 3 6 50 suku — 150 suku 


Banyak suku untuk barisan bilangan ratusan dari mulai 100 sampai 998 adalah 
9 x 150 — 1350 suku 


Jadi terdapat sebanyak 4 #90 4 1350 — 1444 suku pada barisan bilangan 2 sampai 
dengan 998 sehingga suku ke-1444 adalah 8. Suku berikutnya (suku ke-1457) adalah 
barisan bilangan dengan bilangan ribuan sebagai berikut. 


9 3 8 1 0 0 0 1 0 0 2 : 0 0 4 1 


bb Lb Lb Lb db Ad 4d Jd Jd 4) 4 4 Jd J1 | 


U1449 U1443 Viga4 Ur445 Ura46 Vig47 Vigag Vig49 Ur450 Vi4sh Vi4s2 41453 “ias4 Vi4s5 “1456 “1457 


Bilangan pada suku ke-1457 adalah 1. 


Jika (u,) adalah suatu barisan geometri dengan suku pertama adalah u, - a 


dan rasio - rdengan re R dan Irl « I maka jumlah tak hingga suku-suku barisan 


tersebut adalah s - —— 
1-—r 


Bukti: 
Misalkan un —ar"! dengan-1 X r XI, neN 


Ingat kembali deret geometri yang telah kamu pelajari sebelumnya, telah diperoleh 
bahwa 
SET EM Ls EA 0 ppnamuknnansa Pers-1 


Dengan mengalikan kedua ruas persamaan 1 dengan » didapatkan Persamaan 2 
berikut. 
IS Darma kar ss br 0 kebnniimnyanawaa Pers-2 


Sekarang, dari selisih persamaan 1) dengan 2), diperoleh 
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Sala bar opa bar Ia bara HOT) 
s d-r)-a—ar" 


a—ar" 
"0 I-r 
Rumus jumlah n suku pertama deret geometri adalah 
ad—r" 
Ha C3 dengan laa. 


Kita ingin menentukan jumlah tak berhingga suku-suku barisan geometri, ini, yaitu, 
Sn bila n — oo. 
Karena re Rdan-1 X r« 1 dan n — 00, maka 


n 


—pn 1 a r a 
lim s, — lim ad-7) lim ( i “1 )— n .Mengapa? 
n—O n—o0 1— r ND —1Y —1r —r 


har Hei 2) 


n—l 


« Coba pikirkan bagaimana jumlah suku-suku barisan geometri jikar e R, rS 1 
dan r « -1. 
Bagaimana jikar — 1 atau r— -1, coba beri contoh barisannya. 


Jumlah suatu deret geometri tak hingga adalah 5 -- 5/5 dan rasionya adalah — 8. 
Tentukan suku pertama deret tersebut! 


Alternatif Penyelesaian 


Karena r — 8 J5 « 1, maka jumlah tak hingga suku barisan 
5 


adalah. 4 sehingga 5455 -— TT. 
tr I-N5 
DS a-(545 570-135) 
SD a55NS 45/5-5 


SD a54 
Dengan demikian suku pertama barisan tersebut adalah a — 4 J5 


Matematika 167 | 


@Conton/5:4 
Diberikan barisan bilangan 


4816 2" 
Aa KATA 


dengan n e N 


« Tentukan suku ke-9! 
« Tentukan jumlah tak hingga barisan tersebut! 


Alternatif Penyelesaian 


Diketahui 2, 438 16 2" dengan ne N 


3 9727 gia 
(u)- 5 sneN 
9 
Suku ke-9 adalah u, .. — 212 
3. Gopi 


u-,neN 


Berati u-a-2 dan r- 2 


Jumlah tak hingga suku-suku barisan 2, 4 , 8 j 16 Ten 2 ,... dengan n € N adalah 
Pm) 27 ga 
00 2 tes) 2 2 9) 2 
na TE22 — 5 ——6 (karenar— — «1) 
2 5 si 2 3 '“ 2.1 3 
£ YNA 


Jadi s — 6 


@|Contoh!5:5 


Jumlah deret geometri tak hingga adalah 6, sedangkan jumlah suku-suku genap 
adalah 2. Tentukan suku pertama deret itu! 


Diketahui jumlah deret geometri tak hingga adalah 6, maka 6 - dan 


1-—r 
diperoleh nilai a — 6(1 - r). 
Deret geometri tak hingga suku-suku genap adalah ar #ar' ar #ar' 4 ..., maka 
: Ui ar 2 
rasionya adalah 2 
U,, ar 
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Karena Ir| «latau-1 X r« 1, makar (xl atau -| X PX 1 dan jumlah tak hingga 


suku-suku genapnya adalah 


2-— Sar-21-r) 


4 
560 -r-21-P) 


S61-Pr-20-0 47) 
S 6r-21 47) 


— rr 
2 


rs s disubtitusikan ke persamaan a — 6(1— r). Sehingga diperoleh a — 3. Jadi suku 


pertama deret geometri tak hingga tersebut adalah a — 3. 


2. Barisan Konstan, Naik, dan-Turun 
Amatilah suku-suku beberapa barisan berikut 


a. Uu, 5 -e, Yn e N. Suku-suku barisan ini dapat ditulis, 1 : 1 : 1 5 | 5 5 1 5 
2 2 2 2 2 
TN 
2 2 


b. u 5-1, Yne N.- Suku-suku barisan ini dapat ditulis, -1, -1, -1, -1, -1, -1, ... 

c. Uu 5k, VneN dan untuk suatu k e R. Suku-suku barisan ini dapat ditulis, k, k, 
kk, 

Berdasarkan data suku-suku setiap barisan yang diberikan di atas, dapat dikatakan 

bahwa suku barisan pada poin (a), (b), dan (c), nilainya tetap atau sama untuk setiap 

suku sampai n — co. Jika suatu barisan dengan suku-sukunya sama atau tetap untuk 

setiap n, n — co, barisan itu disebut barisan konstan. 


Matematika 169 | 


“ts 
“3 Definisi 5.3 | 


Misalkan (u,) sebuah barisan tak hingga bilangan real. 


Barisan (u,) dikatakan barisan konstan jika dan hanya jika suku 
sebelumnya selalu sama dengan suku berikutnya. 
Ditulis (u,) adalah barisan konstan Su, -u,,, VneN. 


nt1? 


Amatilah suku-suku dari beberapa barisan berikut 


a. Uu 57,» VneN dengan O « r « 1. Suku-suku barisan ini dapat ditulis, 1, 7, P, F', 
b. u- , Vne N. Suku-suku barisan ini dapat ditulis, L Dag 

1 AAN NI 11 1 
c. Uu 5(—)", VneN. Suku-suku barisan ini dapat ditulis, —, —, —, —,... 

2 2 8 16 


Berdasarkan data suku-suku setiap barisan yang diberikan di atas, dapat dikatakan 
bahwa nilai suku barisan pada poin a, b, dan c, semakin besar urutan sukunya makin 
kecil suku barisannya sampai n — 00. Jika suatu barisan memiliki suku-sukunya 
makin kecil untuk suku sampai n — 00, barisan itu disebut barisan turun. 

?“XJ Definisi 5.4 


Misalkan (u,) sebuah barisan tak hingga bilangan real. 


Barisan (u,) dikatakan barisan turun jika dan hanya jika suku 
berikutnya kurang dari suku sebelumnya. 
VneN. 


Ditulis (u,) disebut barisan turun Su, - u 


m1? 


Amatilah suku-suku dari beberapa barisan berikut. 


a. u 5(3)", VneN suku-suku barisan ini dapat ditulis, 3, 9, 27, 81, ... 
bu 2 VneN  Suku-suku barisan ini dapat ditulis, 1 Sa 
n41 2 Sa 5 


c. u,-ntl, VNEN Suku-suku barisan ini dapat ditulis, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, ... 
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Berdasarkan data suku-suku setiap barisan yang diberikan di atas, dapat dikatakan 
bahwa nilai suku barisan pada poin a, b, dan c, semakin besar urutan sukunya makin 
besar nilai suku barisannya sampai 1 2. Jika suatu barisan memiliki nilai suku- 
sukunya makin besar untuk suku sampai 1 “ 2, barisan itu disebut barisan naik. 


& 
— Misalkan (u,) sebuah barisan tak hingga bilangan real. 

Barisan (u,) dikatakan barisan naik jika dan hanya jika suku berikutnya 

lebih dari suku sebelumnya. 


Ditulis (u,) adalah barisan konstan Su -u,, VneN. 
Perhatikan beberapa barisan berikut 
a. Barisan: 1, 1, 1, 1, 1, ... dengan u, 5 1, Vne N. Barisan ini disebut barisan 


konstan dengan nilainya tidak lebih dari 1 (satu). 
b. Barisan -1, 1, -1, 1, -1, 1, -1, ..., dengan u, - (-1)", Vne N. Nilai mutlak suku- 
suku barisan tersebut tidak lebih dari 1 (satu). 
111 


c. Barisan: eta dengan u, — L »” YneN - Barisan ini disebut barisan 
234 5 n 
turun dan suku-sukunya tidak lebih dari 1 (satu). 
1 1 Xl 111 1 


1 
, , 9“... , , , ,.. dengan u, - —y Na 2 
3 SO 2468 ( ”) 
VneN 


Nilai mutlak suku-suku barisan ini tidak lebih dari 1 (satu) sampai n menuju tak 


d. Barisan: ..., -1, 


hingga. Barisan pada (a) sampai (d) merupakan barisan yang terbatas. 


“| 


PP Denis 5:6) 


Misalkan (u,) sebuah barisan tak hingga bilangan real. 


Barisan (u,) dikatakan barisan terbatas jika dan hanya ada bilangan real M - 0 
yang membawahi selur uh nilai mutlak suku barisan tersebut. 

Ditulis (u,) dikatakan barisan terbatas & (3M eR)M » 0 sehingga u, - lu, 
,VneN. 


" M 
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Barisan pada a sampai d merupakan barisan yang terbatas. 
Berdasarkan Definisi 5.6 di atas dapat diturunkan beberapa sifat berikut 


“ 


- 


Jika (u,) adalah suatu barisan geometri dengan suku pertama adalah u,- a, a£ 0 


dan rasio - rdengan re Rdan r« —1 atau maka barisan tersebut tidak terbatas. 


@|Contoh)5:6 


Diberikan barisan u, — 2”, n e N. Selidiki apakah barisan tersebut terbatas. 


Alternatif Penyelesaian 


Suku-suku barisan u, — (n), n & N adalah 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256, ... Amatilah 
suku-suku barisan tersebut! Semakin besar urutan suku barisan tersebut, semakin 
besar sukunya dan naik menuju tak hingga. 

u 97 
Rasio barisan adalah 7 - “4 -— ——-2»1 

Uu, 2" 
Barisan u, — (2”), n e N adalah barisan tak terbatas sebab berapapun kita pilih 
M eR, M5 0, maka ada suku barisan un yang lebih dari M. Dengan demikian ada 
ne N, sehingga u, » M. Mengapa? 


@|Contoh)5:7/ 


Diberikan barisan u, — (-1)', n e N . Bentuklah beberapa barisan tak hingga yang 
baru dari suku-suku barisan tersebut dan tentukan rumus fungsi dari barisan yang 
telah dibentuk. 


Alternatif Penyelesaian 


Suku-suku barisan u, - (-1)”,n e N adalah -1, 1, -1, 1, -1, -1, 1, ... 


Kita dapat membentuk barisan tak hingga dari suku-suku barisan tersebut, dengan 
cara mengambil suku-suku ganjil dan suku-suku genap untuk membentuk dua 
kelompok barisan yang baru, yaitu: 
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a. Barisan -1, -1, -1, -1, -1, -1, ... dengan rumus fungsinya u(n) —-1, Vn e N. 


b. Barisan I, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, ... dengan rumus fungsinya u(n) — 1, Vn e N. 


Kedua barisan yang baru dibentuk adalah barisan konstan, sebab sukunya sama 
untuk setiap n & N. Selanjutnya kedua barisan tersebut adalah barisan terbatas, sebab 
ada bilangan real M — 2 yang membawahi semua nilai suku-suku barisan tersebut 
«2,Vne NN. Apakah nilai M — 1 membawahi semua nilai suku barisan 


atau|-1" 
u, 5 (1), n e N? Dapatkah kamu membentuk barisan yang lain dari suku-suku 
barisan u, — (-1)", n e N selain dari barisan bagian (a) dan (b)? Buatlah minimal 3 
(tiga) barisan tak hingga yang baru dari suku-suku barisan pada Contoh 5.6 di atas 
dan tentukan rumus fungsi barisan tersebut. 


Uji Kompetensi 5.1 


1. Dari setiap barisan berikut, tentukan selisih suku ke-25 dan suku ke-23 


c 

kan 

1) 
(—-—- NX 

peak 

4 
|-— 
ne” 
(7 
3 

ta 

M 

& 


Lag 
s 
II 


: (-tnen 
n-1 


2. Dari setiap barisan berikut, tentukan selisih suku ke-25 dan suku ke-23. 


peak 
|-— 
-— 
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c.107, 2, 25, 1,1 


7 


11 
23 


n! 
du, ——,neN 
2 
. Tunjukkanlah bahwa barisan di bawah ini adalah barisan naik atau turun atau 
konstan. 


. Tiga bilangan membentuk barisan aritmatika. Jika suku ketiga ditambah 2, maka 
terbentuk barisan geometri dengan rasi (r) — 2. Tentukan suku-suku barisan 
tersebut! 


. Tiga bilangan membentuk barisan geometri. Jumlah tiga bilangan itu 292 dan 
hasil kali bilangan itu 32.768. Tentukan barisan geometri tersebut! 


. Pola POORRRSSSSPOORRRSSSSPOORRRSSSS... berulang sampai tak 
hingga. Huruf apakah yang menempati urutan 25 3"? 


. Diketahui barisan yang dibentuk oleh semua bilangan ganjil 13 5 7 91113 15 
1719212325 2729 3133 35 ... Angka berapakah yang terletak pada bilangan 
ke 2015 ? (suku ke-12 adalah angka 1 dan bilangan ke-15 adalah angka 9) 


. Tentukan jumlah setiap deret berikut! 


“ SG) 


Semester 1 


8. 


10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


Tentukanlah jumlah semua bilangan asli di antara 1 sampai 200 yang habis dibagi 
21 


Sebuah bola tenis dijatuhkan ke lantai dari ketinggian 1 meter. Setiap kali setelah 
bola itu memantul, ia mencapai ketingggian 


dari tinggi sebelum pemantulan. Tentukan panjang lintasan bola! 


Beni berhasil lulus ujian saringan masuk PT (Perguruan Tinggi). Sebagai 
mahasiswa, mulai bulan 1 Agustus 2013, ia menerima uang saku sebesar 
Rp15.000.000,00 untuk satu triwulan. Uang saku ini diberikan setiap permulaan 
triwulan. Untuk setiap triwulan berikutnya uang saku yang diterimanya dinaikkan 
sebesar Rp2.500.000,00. Berapa besar uang saku yang akan diterima Beni pada 
awal tahun 2018? 

Banyaknya penduduk kota Medan pada tahun 2012, sebanyak 16 juta orang. 
Setiap 15 tahun penduduk kota Medan bertambah menjadi dua kali lipat dari 
jumlah semula. Berapakah banyaknya penduduk kota Medan pada tahun 1945? 


Seutas tali dibagi menjadi 5 bagian dengan panjang membentuk suatu barisan 
geometri. Jika tali yang paling pendek adalah 16 cm dan tali yang paling panjang 
81 cm, maka panjang tali semula adalah .... 


Sebuah bola pimpong dijatuhkan dari ketinggian 25 m dan memantul kembali 
dengan ketinggian 4/5 kali tinggi sebelumnya. Pemantulan ini berlangsung terus 
menerus hingga bola berhenti. Jumlah seluruh lintasan bola adalah.... 


Jumlah semua suku deret geometri tak hingga adalah 2, sedangkan jumlah suku- 
suku yang bernomor ganjil (kecuali suku pertama) dan genap adalah 1. Tentukan 
deret tersebut! 


Pertumbuhan penduduk biasanya dinyatakan dalam persen. Misalnya, 
pertumbuhan penduduk adalah 1,5 $o pertahun artinyajumlah penduduk bertambah 
sebesar 1,596 dari jumlah penduduk tahun sebelumnya. Pertambahan penduduk 
menjadi dua kali setiap 30 tahun. Jumlah penduduk desa pada awalnya 100 orang, 
berapakah jumlah penduduknya setelah 100 tahun apabila pertumbuhannya 290? 


Jumlah deret geometri tak hingga adalah 7 --7 “i dan rasionya adalah J7 P 
Tentukan suku pertama deret tersebut! 49 


Jumlah suku-suku ganjil dari suatu deret tak hingga adalah 18. Jumlah tak hingga 
suku-suku deret tersebut 24. Tentukan suku pertama dan rasio deret tersebut! 


1 2 8 
Jumlah deret geometri tak hingga 5 p- 5 p t p —... adalah La Tentukan 
3 


nilai p! 25 
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PN 


Himpunlah minimal tiga buah masalah penerapan barisan dan deret 
tak hingga dalam bidang fisika, teknologi informasi, dan masalah nyata 


disekitarmu. Ujilah berbagai konsep dan aturan barisan dan deret tak hingga 
di dalam pemecahan masalah tersebut. Buatlah laporan hasil kerjamu dan 
sajikan di depan kelas. 


»$ PENUTUP 


Kita telah menemukan konsep barisan dan deret tak hingga dari pemecahan 


masalah nyata beserta sifat-sifatnya. Beberapa hal penting sebagai simpulan dari 
hasil pembahasan materi barisan dan deret tak hingga disajikan sebagai berikut : 


Ta 


sai 
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Barisan tak hingga objek di himpunan S$ adalah suatu fungsi u dengan daerah asal 

(domain) himpunan bilangan asli dan daerah hasilnya (range) suatu himpunan 

RS 5. Ditulis (u), n e N. 

Misalkan (u,) sebuah barisan tak hingga bilangan real dan 5 —u, tu, #ujt ...4 

u, adalah jumlah parsial suku-suku barisan tak berhingga. 

“ Deret tak hingga adalah barisan jumlah parsial n suku barisan tak hingga. 
Ditulis (sn), n e N atau $,, $,, S3 WS, 

« Jumlah deret tak hingga adhi iamlan stik suku barisan tak hingga. 


Ditulis Su, —U bu, tu, 4... 


n—l 
VneN. 


Barisan bilangan dikatakan barisan turun, jika dan hanya jika U, 2 U, 1, VneN. 
Sebuah barisan bilangan yang suku-sukunya naik atau turun tak terbatas, barisan 
ini disebut barisan divergen. 

Sebuah barisan bilangan yang semua sukunya sama disebut barisan konstan. 


Barisan bilangan dikatakan barisan naik, jika dan hanya jika u, Xu 


n#-1? 


Semester 1 


Bab 


TRIGONOME TRI 


A. 


KOMPETENSI DASAR DAN PENGALAMAN BELAJAR 


Kompetensi Dasar 


Menghayati pola hidup disiplin, kritis, ber- 
tanggungjawab, konsisten dan jujur serta 
menerapkannya dalam kehidupan sehari—hari. 
Mendeskripsikan dan menganalisis aturan 
sinus dan kosinus serta menerapkannya dalam 
menentukan luas daerah segitiga. 

Merancang dan mengajukan masalah nyata 
terkait luas segitiga dan menerapkan aturan 
sinus dan kosinus untuk menyelesaikannya 


Pengalaman Belajar 


Melalui pembelajaran materi trigonometri, siswa 
memperoleh pengalaman belajar: 


stilah Penting 


Menemukan konsep perbandingan trigonome- 
tri melalui pemecahan masalah otentik. 
Berkolaborasi memecahkan masalah aktual 
dengan pola interaksi sosial kultur. 

Berpikir tingkat tinggi (berpikir kritis dan kreatif) 
dalam menyelidiki dan mengaplikasikan kon- 
sep trigonometri dalam memecahkan masalah 
otentik 


» Aturan sinus 
» Aturan kosinus 


e Luas segitiga 


:$ PETA KONSEP 


Materi 
prasyarat 


Segitiga 


Masalah 
Otentik 


Aturan kosinus 


Luas daerah 
segitiga 
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#3 MATERI PEMBELAJARAN 


1. Aturan Sinus 


Pada pelajaran trigonometri di kelas X, kamu telah belajar konsep trigonometri 
untuk segitiga siku-siku. Pada bahasan ini kita akan menemukan rumus-rumus 
trigonometri yang berlaku pada sebarang segitiga. Permasalahan pada segitiga 
adalah menentukan panjang sisi dan besar sudut segitiga. Jika hanya sebuah panjang 
sisi segitiga diketahui, apakah kamu dapat menentukan panjang sisi-sisi yang lain? 
Atau kamu dapat menentukan besar sudutnya? Sebaliknya, jika hanya sebuah sudut 
segitiga yang diketahui, apakah kamu dapat menentukan besar sudut-sudut yang 
lain dan panjang sisi-sisinya? Pertanyaan selanjutnya adalah apa saja yang harus 
diketahui agar kamu mampu menyelesaikan masalah segitiga tersebut? Agar kamu 
dapat memahaminya, pelajarilah masalah-masalah berikut. 


Masalah-6.1 

Jalan k dan jalan / berpotongan di kota A. Dinas tata ruang kota ingin 
menghubungkan kota B dengan kota C dengan membangun jalan m dan 
memotong kedua jalan yang ada, seperti yang ditunjukkan Gambar 6.1 di 
bawah. Jika jarak antara kota A dan kota C adalah 5 km, sudut yang dibentuk 
jalan m dengan jalan / adalah 75” dan sudut yang dibentuk jalan k dan jalan m 
adalah 30”. Tentukanlah jarak kota A dengan kota BI 


Jalan | 


Gambar 6.1. Jalan k, I, dan m. 
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Alternatif Penyelesaian ke-1 
(dengan memanfaatkan garis tinggi pada segitiga) 


Untuk memudahkah perhitungan, kita bentuk garis tinggi AD, dimana garis AD tegak 
lurus dengan garis BC, seperti Gambar 6.2 berikut. 


Jalan I 


Jalan m 
D 
Jalan k 
Gambar 6.2. Segitiga ABC dengan garis tinggi AD 
Ingat kembali konsep sinus pada segitiga siku-siku. 
Perhatikan AABD! 
: , AD 1 
Dalam AABD, diperoleh bahwa: sin B — - atau AD — AB. sin B............. 4) 
: . AD . 
Dalam AADC, diperoleh bahwa: sin C — ac atau AD 5 AC. Sin COC... (2) 
Dari persamaan (1) dan (2) diperoleh bahwa: AB. sin B - AC. sin C......... (3) 


Diketahui bahwa £ C —- 75", Z B — 305, dan jarak AC — 5. 
Dengan mensubstitusikan nilai-nilai ini ke persamaan (3) maka diperoleh 


AB. sin B - AC. sin C 
AB xsin 309 —5 x sin 759 (gunakan tabel sinus atau kalkulator, sinus 759 — 0, 965) 
5x 0,965 
AB BS —— 
1 
2 
-10 x 0,965 
— 9, 65 


Jadi, jarak kota A dengan kota B adalah 9, 65 km. 
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Perhatikan Gambar 6.3 berikut. 


A 
b 
€ 
0 
Cc P B 
—--“ 


a 
Gambar 6.3 Segitiga ABC 


Dari Gambar 6.3 di samping, diketahui bahwa A ABC dengan panjang sisi-sisinya 
adalah a, b, dan c. Garis AP merupakan garis tinggi, dimana BC L AP dan garis CO 
merupakan garis tinggi, dimana CO L AB. 


Dari AABP diperoleh, sin B — La atau AP — cSin Boo. “d) 
Cc 
. . . AP . 
Dari AACP diperoleh, sin C — Ta atau AP — b Sin C oo... (2) 


Dari Persamaan (1) dan (2) diperoleh, c sin B — b sin C 


(kalikan kedua ruas dengan ———) 
sin BsinC 


csinB  bsinC 
sinBsinC sinBsinC 


, cb 
Maka diperoleh, AO Sini AAA AA Ta (3) 
P : 1 CO aa 
Dari AACO diperoleh, sin A - au atau CO 5 b SIN AL... 4) 
. 1 | co : 
Dari ABCO diperoleh, sin B-— atau CO —asin B.J... (5) 
a 


Dari Persamaan (4) dan (5) diperoleh, b sin A — asin B 


(kalikan kedua ruas dengan -———) 
sin BsinC 


bsinA — asinB 


sin Asin B sin Asin B 
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b a 
Maka di leh, NAN NA aa PEN PN RAN TA 6 
me sinB sin A G) 


Berdasarkan persamaan (3) dan (6), maka diperoleh 


End 0 


sinA sinB sinC 
Alternatif Penyelesaian ke-2 


Perhatikan kembali Gambar 6.4 berikut. 


AABC lancip dan AD dan BE merupakan 
diameter lingkaran O dengan jari-jari 7. 


Panjang garis AB —- c, AC - b, BC - a, 
AD —- BE —2r. 

L ABC -Z ADC — P, 

LACB — LAEB -9 

dan Z ACD adalah sudut siku-siku — 90”. 


Dari AACD diperoleh 

sinBg-AC -P sehingga2r — 2 SN NAN NA PA d) 
AD 2r sin 8 

Dari ABAE diperoleh 
AB c Cc 

snd———S— sek ga sebaran ben ELIA BNN NN 2 
BE 2r £8 sing & 

Dari persamaan (1) dan persamaan (2) di peroleh 2 2 

' sing sing 
Latihan 1 
Dengan menggunakan £ BAC — a, buktikanlah bahwa 27 - —— . 
sin 


Dari uraian di atas, maka disimpulkan aturan sinus pada segitiga seperti berikut. 
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Aturan Sinus 
Untuk sembarang segitiga ABC, dengan panjang sisi-sisi a, b, cdan LA, 


AAA bertakun an ON 
sinA sinB sinC 


Latihan 6.1. 
Untuk segitiga tumpul POR di samping, buktikanlah bahwa 


F 
L aa d.. A berlaku. 
sinP sinO sinR 


Alternatif Penyelesaian 
Berdasarkan gambar di atas diperoleh 


PN AO Sea NN AN BA &) 
: 
Sina aa Na Oh ea ea ANA AN NAN NA (2) 


berdasarkan (1) dan (2) diperoleh 
OX —rsin P dan OX —psin R 
karena OX — OX maka 


rsinP —p sin R sehingga " 


Pp . 
terbukti 
- ( ) 


sin R 
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Perhatikan segitiga ABC berikut. Panjang AB — 8, BC - 82 AC — b, sudut BAC 
5 45”, sudut ACB — y” dan sudut ABC - x?. Dengan memanfaatkan tabel sinus pada 
sudut x? maka tentukan panjang b. 


Gambar 6.5 Segitiga ABC 


Alternatif Penyelesaian 
Dengan menggunakan aturan sinus maka diperoleh: 
BC AB ,, 8V2 8 
sinA siny”  sin45” sin y" 
J2 8 


0 
1 5 sin y” 
2 


8 
sin y” 


S16— 


. 1 
& sin y” Ai y 530” 


Dengan mengingat konsep sudut pada segitiga yaitu /A # AB 4 £C — 180” sehingga 
4504 300 4 x9 — 1802 atau x? — 1059. Dengan menggunakan aturan sinus kembali 
maka diperoleh: 


Semester 1 
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AC AB b 8 
S5 


sinx” siny”  sin105” sin30” 
b 8 

— —— 
sin105” 1 

2 


b 
— —  —— 
sin105” 
—hb— 16.sin 105” 


Dengan memanfaatkan tabel sinus atau kalkulator maka diperoleh: 
b -16.sin 1059 — 16 x 0,9659 — 15,4548. 
Jadi, panjang sisi AC adalah 15,4548 satuan panjang. 


2. Aturan Cosinus 


Perhatikan Gambar 6.6 di bawah! Pada segitiga (1), diketahui panjang ketiga 
sisinya, sedangkan pada segitiga (ii), diketahui sebuah sudut dan dua buah sisi yang 
mengapitnya. Bagaimana cara Anda mengetahui ukuran sudut dan sisi lainnya dari 
kedua segitiga tersebut? 


K 
(i) (di) 
Gambar 6.6. Segitiga jika diketahui (s, s, s) dan (s, sd, s) 


Untuk menemukan konsep aturan kosinus dalam segitiga, pelajarilah Masalah 6.2 
berikut. 


£ Masalah-6.2 


Dua kapal tanker berangkat dari titik yang sama dengan arah berbeda 
sehingga membentuk sudut 60”. Jika kapal pertama bergerak dengan 
kecepatan 30 km/jam, dan kapal kedua bergerak dengan kecepatan 25 km/ 
jam. Tentukanlah jarak kedua kapal setelah berlayar selama 2 jam perjalanan. 


Matematika 


Alternatif Penyelesaian 


Untuk memudahkan penyelesaian masalah di atas, kita asumsikan bahwa pergerakan 


kapal membentuk segitiga seperti gambar di bawah. 
A 


a 
B 


Gambar 6.7 Segitiga ABC dengan sudut A - 60» 


Dari gambar di atas, dapat kita misalkan beberapa hal sebagai berikut. 

- Titik A merupakan titik keberangkatan kedua kapal tersebut. 

- Besar sudut A merupakan sudut yang dibentuk lintasan kapal yang berbeda yaitu 
sebesar 605. 

- AB merupakan jarak yang ditempuh kapal pertama selama 2 jam dengan kecepatan 
30 km/jam, sehingga AB — 60 km. 

- AC merupakan jarak yang ditempuh kapal kedua selama 2 jam perjalanan dengan 
kecepatan 25 km/jam, sehingga AC - 50 km. 

- BC merupakan jarak kedua kapal setelah menempuh perjalanan selama 2 jam 
karena itu, pertanyaan yang harus dijawab adalah berapakah BC. 


Agar kita dapat menentukan jarak BC, 
maka kita perlukan gambar berikut. Garis 
CP merupakan garis tinggi segitiga ABC, 
dimana CP L AB. Misalkan panjang AP 
adalah x maka panjang BP adalah (c —x). 
Perhatikan AACP! 


Dari AACP berlaku: AC? — AP? 4 CP? 
atau CP? - AC - AP”. 


Gambar 6.8 Segitiga ABC dengan garis tinggi CP 


Dengan mensubstitusi nilai-nilai yang sudah kita peroleh, maka CP? —h? - x?......... (1) 
Dari ABPC berlaku: BC? — BP? 4 CP? atau CP? — BC'— BP?. 


| 186 | Kelas XI SMA/MA/SMK/MAK 


Semester 1 


Dengan mensubstitusi nilai-nilai yang sudah kita peroleh, 


CPS AC KMK ina LOSS NS NN (2) 
Berdasarkan persamaan (1) dan (2) diperoleh: 

px -—aA-€12cx—x 

hb Naa alta MP2 62 Uang Gea ip Yi 

b —a 4 2cx 

atau 

AP Sabda GA De bina Hanana aa RN Ni LE (3) 
Berdasarkan AAPC, diperoleh 
cos A-7-.makax— b cosA NA NAN SNN ANN NA (4) 
dengan mensubstitusi persamaan. (4) ke dalam persamaan (3), maka diperoleh: 
She 3 2hC OS Aisen eter sebenanita aan AAN Nadi Mimin n binasa (5) 
Dengan mensubstitusi nilai-nilai yang telah diketahui ke dalam persamaan (5) maka 
diperoleh 


a@ —b4xc-2bccosA 
— 50? 4 60? -— (2x50x60xcos 60”) 
5 2500 4 3600 — (600x 5) 
5 4100 — 300 
-— 3800 


Maka jarak antara kedua kapal tanker tersebut setelah perjalanan selama 2 jam adalah 
3800 km. 


Berdasarkan Alternatif Penyelesaian pada Masalah 6.2 di atas, ditemukan aturan 
kosinus pada sebarang segitiga sebagai berikut. 


Aturan Cosinus 
Untuk sembarang segitiga ABC, dengan panjang sisi-sisi a, b, c dan ZA, Z B, 
£ C, berlaku 


a2-b?40c?- 2bccosA 
bh -5a2240?- 2ac cos B 
Ca? tb?- 2ab cos C 
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Perhatikan gambar berikut. Tentukan panjang sisi-sisi segitiga tersebut. 


R 
x-1 2x2 
em 0 


x4#1 
Gambar 6.9 Segitiga PAR dengan sudut P - 60» 


Alternatif Penyelesaian 

Dengan menggunakan aturan cosinus maka diperoleh: 

RO? — PR? 4 PO? — 2.PR.PO.cos 602 

(2 VX 42? 5 (144 (DP — 2lx 4 I).(e— Diicos 60 

Ax 42) 5 (x417 4 (x—1)—(x41).(x- 1) 

4x48—x42x414x —2x41—x41 

xX?”—4x—5—50 (ingat konsep persamaan kuadrat) 

x-—-37x4#1)50 

sehingga nilai x yang ditemukan adalah x — 5 dan x — -1. Nilai x yang memenuhi 
adalah x — 5 sehingga panjang sisi-sisi segitiga tersebut adalah 4, 6 dan 2 7. 


3. Luas Segitiga 
P. 
- 'F Masalah-6.3 


Sebidang tanah berbentuk segitiga 
ABC seperti pada gambar di samping. 
Panjang sisi AB adalah 30 m, panjang 
sisi BC adalah 16 m dan besar sudut 
BAC adalah 300. Jika tanah itu dijual 
dengan harga Rp250.000,00 untuk 1 h 
setiap meter persegi. Tentukan harga P 


penjualan tanah tersebut. 30 
Gambar 6.10. Segitiga ABC 
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Alternatif Penyelesaian 


Garis CP merupakan garis tinggi segitiga ABC sehingga CP tegak lurus AB. 


Luas MBC - 7x AB Pi ANN EN d) 


Dari segitiga ACP diketahui 
sin A -. , Sehingga CP 5 AC X SIN A..cooooocoo.WoWo Wana (2) 


Dengan mensubstitusikan pers (2) ke pers. (1) diperoleh 
Luas ABC —1 x AB x AC x sin A 


Xx 30 x 16 x sin 309 


-120 
Maka luas tanah tersebut adalah 120 m'. 


Jika harga 1 m? tanah adalah Rp250.000,00, maka harga jual tanah tersebut ditentukan 
dengan 120 x 250.000 — 30.000.000. 


Maka harga jual tanah tersebut adalah Rp30.000.000,00 
Perhatikan Gambar 6.11 berikut. 


B 


Gambar 6.11 Segitiga ABC 


Garis BP merupakan garis tinggi AABC sehingga AC tegak lurus BP . Panjang sisi 
AB, AC, dan BC berturut-turut adalah c, b, dan a. 


Ingat kembali rumus menentukan luas daerah segitiga. 


Luas MBC Ae anne RAN d) 
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Dari segitiga ABP diketahui 


BP . | 
sin A — an sehingga BP 5 AB X Sin Al... (2) 


Dengan mensubstitusikan persamaan (2) ke persamaan (1) diperoleh 


Luas AABC -— X AC x BP 
Luas AABC - AC AB X sin A 


Luas AABC - pxbxcxsinA 
Perhatikan Gambar 6.12 berikut. 


Garis AO merupakan garis tinggi AABC sehingga BC B « 
tegak lurus AO. Panjang sisi AB, AC, dan BC a 
Cc 
berturut-turut adalah c, b, dan a. g 
A Cc 


b 
Gambar 6.12 Segitiga ABC 


1 
Luas an X BCK AO Ne Menata aninhah 4) 
Dari segitiga ABO diketahui 


A 
sin B — Ba , Sehingga AO AB X Sin B ....ooooocoo.Wo XX. (2) 


Dengan mensubstitusikan pers (2) ke pers. (1) diperoleh 


1 
Luas AABC — : x BC x AO 

1 . 
Luas AABC la ui Ui 


1 
Luas AABC 2 RR 
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Latihan 6.2 


Dengan menggunakan ABPC pada Gambar 6.11 dan AAOC pada Gambar 6.12, 
tentukanlah rumus Luas AABC. 
Berdasarkan penyelesaian uraian-uraian di atas, ditemukan rumus luas sebarang 
segitiga sebagai berikut. 


ex) Definisi 6.1 


Untuk sembarang segitiga ABC, dengan panjang sisi-sisi a, b, c dan ZA, LA 
Z C, berlaku Luas AABC -— x absin C - x besin A - x ac sin B. 


Latihan 6.3 
Dengan menggunakan segitiga ABC tumpul seperti Gambar 6.13 dibawah, buktikan 


bahwa Luas AABC - x besin A. 


A 


Gambar 6.13. Segitiga tumpul ABC 


Berdasarkan Gambar 6.13 diperoleh 
ABOA siku-siku di O, sehingga 
BO — csin A dan diperoleh juga BO — asin C 


1 1. 
karena Luas AABC — 5 BONE pem 
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Perhatikan gambar berikut. Titik A, B, C, dan D ada pada lingkaran L dengan panjang 
AB — 1, BC -2, CD -3 dan AD -4. 


Gambar 6.14 Segiempat ABCD pada lingkaran L 
Tentukan luas segiempat ABCD dengan panjang AB — 1, BC —2, CD —3 dan AD —4. 


Alternatif Penyelesaian 

Langkah 1. 

Bagi daerah ABCD menjadi dua bagian dengan menarik garis AC atau BD. Misalkan, 
kita pilih garis BD sehingga gambar menjadi: 


Gambar 6.15 Daerah segiempat ABCD terbagi atas dua segitiga 
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Langkah 2. 

Manfaatkan aturan cosinus pada masing-masing daerah. 
Perhatikan segitiga BAD 

Dengan menggunakan aturan cosinus maka diperoleh: 
BD? — AB' 4 AD? — 2AB.AD.cos A 
BD'51244?-—2.14.cos A 

BD? 517 — 8.cosA 

Perhatikan segitiga BCD 

Dengan menggunakan aturan cosinus maka diperoleh: 
BD? — BC' 4 CD? — 2BC.CD.cos C 
BD'-2243?-—2.2.3.c08 C 

BD? 513 —12.cos C 


Berdasarkan konsep sudut pada lingkaran maka LA 4 Z£C — 180” sehingga 
ZC 51800 — LA sehingga diperoleh: 


17 — 8.cosA 513 — 12.cos C 

17 —-8.cosA-13 — 12.cos (180'—A) (ingat konsep trigonometri di kelas X) 
17 — 8.cosA 513 # 12.cosA 

20.cos A —4 


A-- 
COS s 


Langkah 3. 

Berdasarkan konsep trigonometri pada kelas X maka diperoleh segitiga siku-siku 
1 

dengan cos A — 3” Perhatikan Gambar! 


Dengan Phytagoras maka diperoleh panjang sisi 2 V6 
V25-— V2 — m6 
Dengan konsep trigonometri dasar maka diperoleh: 


26 
5 


1 
i — 1 
Na Gambar 6.16 Nilai cos A - 3 


pada segitiga siku-siku 
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Langkah 4. 
Jadi, luas AABCD - luas ABAD - luas ABCD 


luas AABCD - 5 .AB.AD.sin A 15 .CB.CD.sin C 


luas AABCD — .1.4.sin A (5 .2.3.sin (180? — A) 


luas AABCD - 2.sin A 4 3.sin A 
luas AABCD - 5.sin A 


2 
luas AABCD - 5 x 25 
luas AABCD - 2-6 


Jadi, luas segiempat ABCD pada lingkaran tersebut adalah 2/6 satuan luas. 


@ Contohl6:4 


Pada segitiga ABC dengan luas L. Panjang AB — p, AC — g. Jika D pada BC sehingga 
AD membagi sudut BAC menjadi dua bagian yang sama yaitu x? maka tentukan 
panjang AD. 


Alternatif Penyelesaian 

Soal ini diserahkan kepada siswa. Kamu kerjakan soal tersebut dengan petunjuk pada 

langkah-langkah berikut. 

Langkah 1. Gambarkan segitiga yang dimaksud 

Langkah 2. Perhatikan bahwa segitiga terbagi menjadi dua bagian. Tentukan luas 
masing-masing bagian. Hasil jumlah kedua bagian segitiga sama dengan 
luas segitiga ABC. 


Langkah 3. Panjang AD telah ditemukan. 


Semester 1 
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Uji Kompetensi 6.1 


1. Kapal laut A dan B berlayar dari titik M pada waktu yang bersamaan. Kapal A 


berlayar dengan dengan jurusan tiga angka 1028 dan B berlayar dengan jurusan 
tiga angka 2328. Hitunglah jarak kedua kapal tersebut setelah berlayar selama 3 
jam, jika kecepatan kapal A 30 km/jam dan kecepatan kapal B adalah 45 km/jam. 


2. Tentukan sisi-sisi segitiga ABC, jika diketahui sebagai berikut. 
a) atb-10, LA- 60”, dan LB - 45” 
b) a-—b-6, LA- 45), dan LB -30 


3. Dua sisi yang berdekatan pada suatu jajargenjang adalah 84 cm dan 68 cm. Sudut 
apit sisi itu adalah 72”. Hitunglah luas jajargenjang tersebut. 


B 
4. Diketahui segitiga ABC seperti gambar 
di samping. Buktikanlah bahwa 2 ga 
atb sin AtsinB 
Cc sinC 
A Fa C 


5. Hitunglah unsur-unsur yang belum diketahui berikut ini. 
AABC dengan a - 24 cm, b-32 cm, dan Z B-52” 
AABC dengan b —- 20 cm, b -18 cm, dan Z B - 124" 
6. Hitunglah besar sudut-sudut pada segitiga ABC, jika diketahui a—5 cm, b-7cm, 


dan c—-9cm. 


(0) 
7. Diketahui segitiga POR seperti gambar 
di samping. Buktikanlah bahwa r p 
pp. sin(O-tR) 
r sinR 
P R 
PI 
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8. 


Diketahui — jajargenjang — ABCD 
dengan panjang diagonal c dan d 
seperti gambar di samping. Dengan 
menggunakan aturan kosinus pada 
segitiga, buktikanlah bahwa c? # d? 
-2aA 4). 


Diketahui segiempat ABCD seperti 
gambar di samping. Jika panjang 
diagonal BD - 6 cm, dengan 
menggunakan aturan kosinus pada 
segitiga tentukanlah panjang diagonal 
AC. 


10. Dua lingkaran dengan jari-jari 5 cm 


12. 
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dan 3 cm berpotongan pada dua titik. 
Pada salah satu titik potong, garis 
singgung kedua lingkaran membentuk 
sudut 60” seperti gambar di samping. 
Tentukanlah jarak kedua titik pusat 
lingkaran tersebut. 


) CK 4xhjika £C lancip, 
b @ba@xhjika £ C tumpul: dan 
c) @-a@xhjika £ C siku-siku. 


Untuk sebarang segitiga ABC, buktikanlah bahwa 


- 4 - 
a b c 2abc 


a) (SA | cosB cosC  a'wb'4c 


b) cosA #-cosB #-cosC — 


3,5 cm 


5,5 cm 


NP 


LN 


. Dengan menggunakan aturan kosinus pada segitiga ABC, buktikanlah bahwa 


a (btc-a)4#b'(atc—b)4c'(atb-o) 


2abc 


Semester 1 


PN 


Lukislah sebuah segitiga sembarang. Dengan menggunakan penggaris 
dan busur kemudian ukurlah panjang masing-masing sisi dan sudutnya. 


Selanjutnya buktikanlah bahwa aturan sinus dan aturan kosinus berlaku 
pada segitiga tersebut (Agar perhitunganmu akurat, gunakan kalkulator 
untuk menghitung nilai sinus dan kosinus sudut-sudut segitiga tersebut). 
Buatlah laporan hasilnya dan persentasikan di depan kelas. 


»$ PENUTUP 


Berdasarkan uraian materi pada Bab 6 ini, beberapa kesimpulan yang dapat 
dinyatakan sebagai pengetahuan awal untuk mendalami dan melanjutkan bahasan 
berikutnya. Beberapa kesimpulan disajikan sebagai berikut. 


1. 


Untuk sembarang segitiga ABC, dengan panjang sisi-sisi a, b, c dan LA, LB, ZC, 


berlaku aturan sinus 


ara | & 
sinA sinB sinC 


Untuk sembarang segitiga ABC, dengan panjang sisi-sisi a, b, c dan LA, LB, 
ZC, berlaku aturan cosinus 


W @-5b4xc-2bccosA 
Gi) be -a'4c'-2ac cos B 
Gi) c —a4b' - 2ab cos C 


Untuk sembarang segitiga ABC, dengan panjang sisi-sisi a, b, c dan LA, ZB, 
ZC, berlaku 


Luas MBC 25x ab sin C-5x bc sin A 25X ac sin B 


Beberapa hal yang telah kita rangkum di atas adalah modal dasar bagi kamu dalam 


belajar materi trigonometri secara lebih mendalam pada jenjang pendidikan yang 
lebih tinggi. Konsep-konsep dasar di atas harus kamu pahami dengan baik karena 


akan membantu dalam pemecahan masalah dalam kehidupan sehari-hari. 
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Catatan: 


senenaneanenenenaneneenenan an nas asenan an nakasenan anna asean an anna nenen an anna ana en nasa nana sena anna anne aan anna asas ana sn aan nas anena na nnaaa 
senenanennnnenenannnnneenan anakan ena an nanas ana ana anakan anna ana kaan an an ana sana an anna nan an an anna nakas an an an an aan anus ananannan an anaaa 
senenanganesenenanenensenan an nanesenanan nan asenan anna nanas anna ana ssenan anna ana en anna nana sena anna anne ana an naas as esa anna na asanean ana nana 
senunannnnnenennannanneanenan ana nekenn an aan anananan an ananaan anus ananaan anus ana senaan anna nanananan anna ana anan anna asaan an an anaasanan nana 
senenannanenenenaneanesenan an ane asenan an nanas enan anna nas enan anna nas enen an anna nenen an nana nenen an anna nenen aan an anana nasa nana neesn anna aaa 
senenannanneenenannnaneananan ana naaaanan ana naananan an anaaaanan an aneananan asas asannan an anaenanan ana naa aan aan an na senan asas aa sasaran nana 
senenanganenenenaneanasenan an nanasenan an nanas enan anna ass enan anna ass anenan anna nenen an nana nenen an anang as asaan anna asasasn nana as asasn nana naa 
senenannnnneenenannnanekannan ana neaann an anna nananan an ana nana anus ana nana an asas asenaan anna nanananan anna anna asas an anann an an an aasanan nana 
senenaneanesenenanennenenan an nanesenan an nakasenanan ana neenan anna nas enen an aa nanas enan nana nenen an anna nenen anna anasasasn nana ne asas nana ana 
senenannnnneennnannnnneananan ana nanann an aan naananan an anaaaanan an ana kaan naas ana enan an anna aaanaanan anna nun anan anus anann an anna nasanan nana 
senenaneanenenananennnsenanan nan asenan an nan asenanan nanas enan anna nss sana anna nan enen an anna nenen an anna as asaan naas asanasn nana as asasn nana ana 
senenannnnneennnannanneenanan ana ne kaan anaanan anna anna nak asen anna ane anna an anna asasa an anna aan sa anna nakas an asas an asann anna nana nanas anaaa 
senenanganenenenannakenenanan nan asenan an nakasenan anna nenen enan nanas anenan anna nenen sn nanas enen an anna nenen anna ana sasasn nana as asesa nana aaa 
senenannnnneennnannnnneananan ana naananan ana naanananananeaaanan an aneaannan an an aaaanan anna nananan asas aa nenan an an na nananan anna sasaran nana 
senenaneanenenenaneanesenan an nanasenannn nanas en aan nanas enanan ana ssenan an ana nasa anna anna nana an nana nenen anna naas ana an naas asenenn naa naaa 
senenanennnnenenannnnneananan nana ena an an ananaaaanan an anesannan an aneaannan asas asann an anus aenanan an anaananan ana na senanan an aasesan an anaaa 
senenaneanenenenaneanesennn ana naas enanan nas anenan an ana seen an an nanas enanan naas asa an an nanas enan anna anne sen an aan n asas an anna nsesean nana 
senenanen0enennnankananenenan nanas ena anakan ana anak anakan ana aneka nn anakan asann anna an asa an an an anna kenan anna aaaan ana asas aakan anakan 
senenanganeeenanannanesenan an nanesenan an nan asenan anna ane en an an nanas ena anna an nen anna nana nenas an ana n ae senan naas asas nn naas asanenn an anana 
senenannnnneananannnnneananan ana neaaananananaananan an aneananan an aneaaanan an anaeaanan an anaenanan an an aa nenan asas aa sananan anna sasaran anaaa 
mennneenannnnnesenn anna anaeenenn anak as enean naas asanenenn anak anenan nanas enen anna nas esen ganas as anen anna nas enenan anne anen anna aan asensn ana 
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